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第 一 章 张 量 分 析 


$11 Ж E 


4 К" 代表 所 有 w 个 实数 x = (x +++, xm) 组 成 的 空 
间 ,x 也 称 为 R" 的 点 。 xG = 1,2,-+-,т) 称 为 * 点 的 坐 
ËR. ДЕК” 的 任 两 点 * 与 之 间 可 以 引进 一 度量 

|z — y| = (G! — y or + m Oy (11.1) 
称 为 欧 氏 度量 . 于 是 可 由 此 定义 R” 的 一 拓扑 . 

设 了 是 А" 中 的 开 集 , 映照 SV — V ШУ А R° 的 
一 子 集 V. VE x€ V Bog ze 六 表示 为 

x> £ = f(<). 


于 是 x 的 坐标 ”与 x 的 坐标 Ca = 1,--*, n) Z aj — BR 
数 关 系 : 
£= 一 Осу = Р(х", ... х"), 
С) О РАК. 如果 所 有 的 p € C'CV OU C'CV)RZRTE V 
rh, rn 次 连续 偏 微分 的 函数 集合 ), M FORO т TITR 
FA. 今后 如 非 有 特别 说 明 ,为 方便 起 见 ,我 们 说 可 微分 函数 是 
指 可 无 穷 次 微分 国 数 , 而 微分 丘 照 则 是 指 无 穷 次 可 微分 揣 照 . 
Haier P 也 是 К” 的 开 集 , 微 分 映照 f: V — P E 
—— BJ, В.В ДАРА 
#/ = P (a) (112) 


Ее 


8 ү! Өх” 
Or | ......... (1.1.3) 
Ox ~ | 
Os" — 8r" 
Ox! Әх" 


是 非 异 的 情形 . 此 时 ,变换 (1. 1. 2) 称 为 局 部 坐标 变换 或 简称 

令 天 代表 实数 域 或 复数 域 ，GZL (N, K) RM ЖЩ 
于 天 的 N x N 非 异 方 阵 所 成 的 群 。 由 于 GL(N, КУКЕ 
空间 КУ 的 开 集 ,其 么 元 素 , 即 单位 方 阵 1, 必 有 К 中 的 邻 
域 仍然 包含 于 GL(CN, К), 

设 G 是 GL(N,K) 的 子 群 , 它 满足 下 述 条 件 : 

GD) 存在 GL (N, kK》 单 位 方 阵 了 的 邻 域 %。， 使 得 95, 一 
GNAD, 的 元 素 与 R 的 原点 的 邻 域 W, = (o = (о1,-+,, or) 
€ Rr|]o*] <, 0 一 1，…， r} 的 点 一 一 地 对 应 ， 并 且 如 
A€G(13,, 4 = (Аў)усь,в<у› ЇЙЇ 

45 = А8 (0) = 45 (о!,--+,а”) | 
是 о“ 的 实 解析 函数 , 其 函数 矩阵 之 秩 为 *。 为 简便 起 见 ,我 
们 记 4(0) = (43 (0)). EMRE 4(0) = I, 

Со З АТО Ф (о, т) = (Ф (о, т), ++, Ф (0, т)), 
在 (о,т) €W, X W,, (0 < e < e) 定义 的 乘法 函数 ， 使 
得 Ф(0,т) є. H | 

4(c)4(r) = 4(4(0,т)), 
这 时 G 称 为 + 维和 矩阵 李 群 ， 
Zi BEG, 但 В,к%,, 4 
B®. = {B € G| B = Bod, A € %,), 
则 当 BEB. БЇ, ЕЁ 
В = BoA(o),o € W,, 


这 证 明 G 中 的 任 一 元 素 可 用 oc € W, 的 参数 来 表示 . 

GE rE N x N ЖЕ. 又 设 任 一 坐标 变换 (1. 
1.2) 对 应 于 f:V 一 这 有 一 映照 pgy:V — G, ER хә 
фе, (<) € BW, 因而 可 写 фр, (х) = BoA(o) Н, i o JE х 
的 可 微分 函数 .此 外 ,如 有 1: P — f 是 另 一 坐标 变换 , 则 有 

Фӯу (ж) 一 ess CO os, (z), (1.1.4) 
其 中 pz, 是 相应 于 坐标 变换 ev — Ë BJ RE RQ ppr V 一 
G, f (1. 1. 4) 右边 的 羔 法 表示 和 矩阵 乘法 。 这些 pp, (X) EROS 
联接 方 阵 . 

在 了 的 * 点 的 一 С 型 张 量 ， 即 在 * 点 有 一 组 数 i) 
(а = 1,--+,М/), 使 得 对 任 一 坐标 变换 (1.1.2) 对 应 于 他 的 3 
点 有 一 组 数 EG) 适合 


Ë G) 一 > [фр (z) ] 889 (a), (1.1.5) 


其 中 [фру(«)] 是 联接 方 阵 pr 的 矩阵 元 素 ， 

如 果 每 一 点 x€ V, 都 有 一 G 型 向 量 £e) 是 +€ V 的 
连续 函数 ， 且 联接 矩阵 也 是 连续 的 、 即 矩阵 的 元 素 是 £ € V 
的 连续 函数 , 则 g (e). 称 为 在 了 中 的 G 型 向 量 场 .通常 假定 联 
接 和 矩阵 是 可 微分 的 。 如 5*(x) 是 在 了 可 微分 的 , 则 称 为 了 中 
的 可 微分 的 G 型 向 县 场 . 

显然 ， 所 有 在 * 点 的 G 型 向 量 成 实数 域 或 复数 域 下 的 N 
维 线性 空间 ,用 T° 来 表示 .78 的 对 偶 空间 用 T° 表示 , 众 
所 周知 , 任 一 “e T? 存在 一 组 数 L.G), 68 HE— Ec T2 
其 分 量 为 8*(x) 时 有 


GE) = >, ECE Ca), 


其 中 ¿, G) 称 为 上 的 分 量 , 显 然 ,经 过 局 部 坐标 变换 (1. 1. 2)， 


. 3 œ 


对 应 于 š 854 E LGC 满足 如 下 的 关系 : 
6G) = > бж) Loi! v Cx) 1, (1.1.6) 


其 中 фӯ!, (х) 表 фри (х) 的 逆 方 阵 . C 称 为 G 型 协 向 量 . E 
之 ， 如 在 了 的 点 x 有 一 组 数 L.G) 连续 依赖 于 х, ， 对 局 部 
坐标 变换 满足 (1.1.6), 则 “km 定义 一 = АУС Я ИМАТЕ. 
最 显然 的 情形 是 G = 1。 此 时 的 G 型 向 量 称 为 标量 . 在 
УЖЕ ЮРУ а РЕ. | 
bin +€y 有 一 组 量 TRE) Can ttt n Bi 775. ñ, 
SN), БЕА (1.1.2) 有 如 下 的 变换 关系 : 
Тапа (5) = tp (ө) РТА: 209 
x (фуу GO [por GO Trl piv GO 121 ppi Go) 155, (1.1.7) 
则 称 为 * 点 的 G 型 的 权 o 的 ”> 阶 送 变 ,* NAM 这 里 我 
们 利用 和 号 省 略 ， 即 有 指标 相同 的 代表 对 此 指标 从 1 到 入 求 
和 ,今后 如 非特 别 声 明 , 篆 按 此 规定 处 理 . 
”当权 c = 0, Taia) 简称 为 x 点 的 G 型 的 + 界 逆 变 : 
阶 协 变 张 量 . 
. 微分 几何 中 最 常见 的 群 G 是 GL (m, В), MRA m X m 


实 非 异 方 阵 所 成 的 群 ,而 取 фу, (x) = 21, 此 时 我 们 不 必 


说 是 GL(m,R) 型 张 量 , 而 简称 为 张 量 便 可 以 了 。* 点 的 向 

量 所 成 的 线性 空间 就 简写 为 Ta x 点 的 向 量 最 简单 的 例子 

是 过 x* 点 的 一 可 微分 曲线 w == =i (z) 的 切线 : 

dxi 
de’? 


E(x) = 


而 协 变 向 量 的 最 简单 例子 是 x 点 附近 可 微分 函数 o) 的 偏 
微分 : 
. á ° 


д? 
令 
N 当 у= k; 
al = (1.1.8) 
0, EM j* X 
很 容易 地 证 明 ,这 是 一 阶 逆 变 以 及 一 阶 协 变 的 张 量 ， 又 令 
ARET 
ву = eee ; (1.1.9) 
ry E TA 


这 称 为 Kronecker 8 符号 ， 容易 证 明 这 是 ” 阶 逆 变 和 > Br ED 
变 张 量 。 此 外 , 它 有 如 下 性 质 :， 任 两 逆 变 指标 互 换 ,或 任 两 协 
变 指标 互 换 时 差 一 负 号 ， 并 且 如 果 45.5.45 中 有 一 指标 不 
ATF kotes ke В, Д] ёлу, = 0, 


512 ”联络 与 协 变 微分 


设 G 是 r 维 N x N BEER H 81. 1 矩阵 李 群 定义 有 
PEAR (c, r) (а = 1,-- °, г), 令 


(Co) = [е a,b l, eer, (1.2.1) 


由 于 ф“Се, 0) = o° É ф"(0, т) = т", 故 有 4800) = DCN. 

=], r), 因此 ， 当 正 数 £1 充分 小 时 ， Jj B (и (о)) е b <; 

Mo€ W, ETERRA. S Сор (0)) <, 是 它 的 逆 方 阵 . 由 1.1 

和 矩阵 李 群 定义 的 条 件 《〈 动 TA, AC), Alr) € W, 时 ,有 
дА(т od Өф*(т,т 

4(о) ба) = > 249) ә ) a= 1,-.-,r.(1.2.2) 

Ж r= 0, 而 令 


T,= [2462] am j e,r, (1.2.3) 


r=; 


这 是 N x N 常数 方 阵 , 它们 是 线性 独立 的 , 如 若 不 然 , 有 一 
组 数 2... de У) Т, = 0， 于 是 有 


ami 


Sa 1249] rm0 == 0, 


8:1 


4 AQ) = CAS Diss, LARP 
» m [280] =0, 


r= 
fal 


这 与 $1.1 怎 阵 李 群 的 定义 〈i) 中 所 说 Ат) НОВАЕ 
秩 为 + AFE. Qo AA Ti: T, 为 基 生 成 的 线性 空间 ;7 
称 为 对 于 参数 d,e WARE. F rao, RH 《1. 
2.2)， 得 出 


4(o)T, = У 9409) (a), 
$21 т 
m3 
47g) 94€. 一 Xa) bed4eneno (124) 
# Be Bo5,， 便 能 写成 В = Bodo), ШИ 
-8B a ga AO „ул. ,er 
B » E! Әу 之 £o)T,, ó 1, s") 


这 证 明 对 G 中 任 一 方 阵 B, B^ 党 能 够 用 常数 方 阵 T, 的 


线性 组 合 来 表示 ,其 系数 vi) E o 的 实 解析 函数 ， 
当 a,r E$, HH 


У (0) A UIT ,A(z)D 


"PI 


= 47 G)47 (0940246. 


我 们 对 (1. 2. 4) 微 分 ,有 


— 


aO 04 а= 04 „дА - 5,84 дь т, a 


дода? ur Өл? 
把 a 与 5 交换 而 相 减 ,得 出 
0A дА OA ı ðA 
4104 42 24 — qa 4- 
дс“ ðo’ ðo’ Bo" 
=S ( д: Ovi 4 
421 \ до» Do 


取 o 一 0， 而 令 常 数 
= Ë vilo) 92 (о | 
до? до 


сч) 


便 有 


T.T, — T T, = > САТА, 


4=1 


在 9 中 引进 如 下 乘法 : 
IT,, T,] = TT, — T,T, 
如 X,Y €, X zvrr,Y = ZuT, 则 


[X,Y] = 5 мит, ТУ]. 
а,$= 1 
上 面 已 经 证 朋 


[Т„Т,] = >; ChTa 


$71 


(1.2.4) 


因此 [IX,Y] €p, n 称 为 矩阵 李 群 G 的 李 З, C$ 称 为 对 
于 基 7 的 结构 常数 . 

M og,t€ 8 ， 由 《1.2.4》 可知 

> 1) 47 G) T 4G) 47 G) 470) 8469). абе) 


= 47 (7)471(2)4 (e) 94 X944) . 


由 于 AOI 的 矩阵 元 素 仍然 是 7 的 实 解析 函数 ,而 
А-«т)4(0) AG) = А-«т)А(0(о,т)) є С, 
因此 , 它 能 够 用 W. 的 参数 Ч 表 示 , 即 
A7 (2)A(o0) AC7) = ACE o, т)). (1.2.5) 
我 们 得 出 


Y a)a7 TAG) 


s=] 


= ACE (o, т) 4C 0,0) 909.0) 


- E arc o) а) т, 


4 = 0, FÉ А(Ф(о,т)) = I, Bl (0,7) 一 0， 因 此 
得 出 


ACT AC) 一 D conr, |—— (12.6) 


其 中 
440) = 9 


-le 
设 iG) 是 了 中 G 型 可 微 分 向 量 场 ,于 是 经 过 坐标 变换 
* 8 + 


Ez) = ё (к) [pr y GD 18, 


ë DOE 1 9[ogy (z) 1 
5s Ar TE og Жа. (1.2.7) 
从 上 式 中 可 看 出 ，#* 的 微分 不 再 成 为 G 型 张 量 , 为 了 设法 使 
之 成 为 男 一 矩阵 李 群 G, 型 的 张 量 ， 我 们 引进 一 个 联络 的 概 

设 G 是 > 维 N X М ЖЕ. Туя С, ВП 
对 于 G 的 一 组 基 方 阵 7。 有 一 组 了 中 可 微分 量 Г; (а) (а = 
1, “+, 1 一 1, .* -, m), 使 得 经 坐标 变换 (1. 1. 2), 在 V 中 
相应 的 量 NGO 有 如 下 的 关系 : 


DFT, = esc BTEC) Туруу) 
49 二】 в=1 
Ogy (x) 1 [Г 
— AEAT соргу | — 1.2.8 
Ark při) az ` ( ) 


4 pri Сх) == pryl) 的 参数 为 rG) а == 1, e,r, 于 
是 由 《1. 2.4), 有 


Opgv(x) E __— — Өф! (a) 
Cos px) = Фу) SS 
= — pj (8) Lera) _ bpi) 


pip Ox! 
r - a a. P 
= — У) орот) 281909 m, 
a,b-1 Әх! 


其 中 vovg GD 表示 vs G2, ovo (X)). 
根据 (1.2.6), 可 把 (1.2, 38) 写成 


м an sang Ort 
O = У) Adlon Er EET 
b-1 


+ Уу ириб) CEEL, (1.19) 
Т, = (Tig) sens (1.2.10) 
及 
Tg, 一 У) T: Ts, (1.2.11) 
W (1. 2. 8) 写成 矩阵 元 素 的 形式 为 | 
PRG) = Levy (а) Th GO Lob Q0) 18 95 
x 
- SP Lagi) yj, (1.242) 


有 时 我 们 称 满足 上 面条 件 的 了 (x) 为 G 型 联络 . 
我 们 可 定义 G 型 向 量 场 5*(x) 的 对 于 联络 T3; 的 协 变 微 
分 为 


Bu T + ET, (1.2.13) 


WEC. 2. 127) 可 知 , 对 于 坐标 变换 有 


of" вра — Oz À ) а og 
3a + ГВ = E + ETR | [gs e (z) 13 8g" 


JE BD 
£ — B ,Ox* 
B5 = Ë lpr, Ск) i (1.2.14) 
ax! 
这 说 明 E 是 С, Wik, 其 中 G; = G x GL(m, R), б, 
的 元 素 是 由 直 乘 AXB 组 成 的 ，4 € G, B€ GL (m, К), 


10" 


KEDE Фу, Сх) 是 如 下 的 定义 : 


Фу) = ете) x (E, (L2.15) 


其 中 B' RERBA. ХШ + x + Б: 


与 m x n Ж 


НЭ AXB BU rm X sn ЖЕ 


alB...alB 
A> В = «зоо» оо еа А 
AB- - -aB 


至 于 G 型 的 权 o 的 - 阶 道 变 ，“ 阶 协 变 的 张 量 DRE 的 对 
于 联络 D 的 协 变 微分 可 作 如 下 定义 : 


T2 = 2:1 r 十 > тилем Tm 
f 
nm— 0 а 
一 人 > ву Тага, (1.2.16) 
I=1 


从 计算 中 可 得 出 ,对 于 局 部 坐标 变换 (1.1.2) 有 如 下 的 关系 式 : 
Ox* 
ӘХ! 

x [gevlu**-Ipevltrlovtla--[Dosb]k, (12.117) 
注意 在 计算 上 式 时 ,必须 用 到 由 (1. 2. 12) 所 导出 的 变换 公式 : 


. lIl >œ» 


Tack, (dps TE ag 


R 
fs 一 rape 一 a log deer, |. (1.2.18) 


此 外 ,不 难 证 了 明 ， P G OIK BEOIR D ER MR IERA 

分 规则 , 即 

(Tasa sg у, = ТЫТ Sha + ThCESRON,. (12.19) 
在 上 节 中 曾 说 明 ， 微 分 几何 中 常用 的 群 e 是 全 线性 群 

GL(m, R), ERI CERAM A RIERA. 现 设 DA 是 线 

性 联络 ,联接 方 阵 prre) = ——, | 


设 LIV PUDENES, 它 的 协 变 微分 , 根据 定义 为 


t = DE aTh 
由 此 可 知 
бар Liu (26 一 2) «TB. 

显然 

i _ Ө, 

Ox Ox! 
是 一 个 二 阶 协 变 张 量 , 因 此 

T} = ГЬ ГУ (1.2.20) 

也 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 , 对 于 指标 i 了 是 反对 称 的 。 此 张 量 
ВЖ КИ. 


如 果 下 中 有 一 个 二 阶 协 变 可 变 分 张 量 场 gx， 它 是 对 称 
的 , 即 | 
Eik = Eu (1.221) 
并 且 是 非 蜡 的 ,即行 列 式 


(1.2.22) 


etrese 


e 12 • 


EV PRA MITEX z, 所 构成 的 方 阵 的 北方 阵 , 其 元 素 
记 为 gk, Bl 
gigy = 8), (1.2.23) 
显然 p^ REUS RR. | 
由 可 微分 的 ,对 称 的 , 实 非 异 的 二 阶 协 变 张 量 场 ga 可 以 
定义 Christoffel 符号 : 
Р] „1 „(деп ү дры _ бең 
Ере е6 + TER, 0220 
它 对 于 指标 LA 是 对 称 的 。 从 计算 中 可 得 出 , 对 于 局 部 坐标 
变换 有 如 下 关系 : 


i x' Ox^ Өх" x X 
= 一 十 — —— 1.2.25 
M, И, Әх? Әх! Ox* Әх! Bri8xk ‹ ) 


由 此 可 知 ，{ } 定 义 了 一 个 线性 联络 ， 称 为 多 曼联 络 。 由 于 
它 对 指标 i, 是 对 称 的 ， 故 拨 率 为 零 。 对 此 线性 联络 ，V 
中 向 量 场 P 的 协 变 微分 


;} 98 j 
Pac E E tl (1.226) 
对 于 坐标 变换 有 
, _ p O8 Әх 
Ё = ET (1.2.27) 
对 于 权 的 张 量 的 协 变 微 分 为 


Р 一 LJ 
iei 8 d.t 站 TH PH п 

Ut = — Tu ЯМАН Sart Lid E MG 
TIa Әл Тиши + > TREAT. ik 


4 Be i dh д log ТАРІ 
一 2; TW Bars bd 十 «Тугу "эү? (1.2.28) 


e 13 eo 


这 时 利用 了 公式 


| | | n Blog v lel, g == det(gi). (1.2.29) 
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值得 注意 的 是 ,不 难 证 明 
Ежи = 0. (1.2.30) 
S 13 曲率 张 量 


对 于 G 型 的 联络 7 和， 可 以 定义 一 个 张 量 


OT&, _ ӨГ a . 
Ria Ua pm T DATA — гг, (1.3.1) 


СНЖЕ, 它 对 于 局 部 坐标 变换 有 


x _ k ðr! 
R$ = Riulpp liler ]li a 7. (1.3.2) 


# 


Къу = 23 R$; + RAI — КГА, 


这 在 任意 的 坐标 变换 下 不 再 是 一 张 量 ,但 是 有 
Rj + Круз + R, = 0, (1.3.3) 
此 式 称 为 Bianchi 恒等式 ， 可 由 直接 计算 得 到 。 如 果 了 中 有 


联接 方 阵 prr = ES 的 线性 联络 Bi 对 指标 js k 是 对 称 
的 , 则 可 定义 REG 的 协 变 微分 为 


а 8 a a r 
Rk = 一 一 КЁ + RATE -一 Rl m 


Ox* 
一 RB 一 Rau Bia. (1.3.4) 
而 (1. 3. 3) 可 以 写成 
Ка + Ерк; + Riri == 0, (1.3.5) 


其 中 每 一 项 器 是 具有 如 下 变换 关系 的 张 量 : 


5 Ox? Ox Ө 
Raya = КЁ}, фуу 11[ pi TA (1.3.6) 


此 时 亦 可 定义 G 型 向 量 场 5* 的 高 次 协 变 微分 ,例如 
£“; = PA c БЫТЫ — ЕВА, 


ШЕ ЖШ 
Ek Ебу == — ERG (1.3.7) 
或 者 更 一 般 地 ,对 于 G 型 张 量 , 有 Ricci 恒等式 : 


Tarma — TH 
一 > TE, RBA — > ToC ALAS а 
(1.3.8) 
如 果 G 型 联络 r$, 使 得 曲率 张 量 Кр = 0, 称 为 平 
(fac) 联络. ЖЕУ th, T3, = фу" DES geb os gv фа 
微分 的 , 且 方 阵 (%3) 非 异 ， Jas UOS da", 则 由 


apr" -1e = и, 
а 一 cap DET gs 
可 知 满足 Ra 0, ИП Tš 是 平 联络 . 
注意 G 型 联络 ГУ, 的 研究 , 近年 来 在 物理 学 的 规范 场 理 
论 中 相当 流行 ， PA ia лы А rj; 
在 物理 上 称 为 规范 势 , 通 常 变 求 它 满足 下 面 的 方程 : 
"n 一 0， (1.3.9) 


这 称 为 杨振宁 方程 . 
现在 回 到 微分 几何 通常 所 用 的 张 量 ， И 


е 15 ° 


所 定义 的 曲率 张 县 


e ala КЫШ 


— Лр, (1.3.10) 
称 为 黎 曼 曲率 张 量 , 可 以 下 降 其 逆 变 指标 : 
Ra = gi Кы (1.3.11) 


-4 два 十 一 Ола 一 бш. 
8xi8xt Əx!8x! OriOx! Ox'O0x* 


+ На) Е ts Ha }) 
这 也 称 为 黎 曼 曲率 张 量 。 HE, UE 
Калы = — Rij = —R; == Кыр, (1.3.12) 
及 
Ria + Riy + Ria = 0, (1.3.13) 
BOEÉQC 是 x 点 的 两 道 变 向 量 ， 对 于 此 两 方向 的 黎 曼 曲 
率 ,定义 为 


К(х,&,6) = —— En 1.3.14 
G d 2 (gagi 一 #15814) ipigkrl ( ) 


令 

Ri = Rin (1.3.15) 
这 称 为 Ricci 曲率 张 量 ， 由 (1.1. 12) 易 知 ， 它 是 对 称 的 ， 即 
Ra = Ri. 如 方向 的 Ricci 曲率 定义 为 


I f 
K Ry 1.3.16 
(x, ë) = нито ( ) 
标量 


称 为 标量 曲率 。 
现在 Bianchi 恒等式 (1. 3.5) 可 以 写 为 
Ruir t Куки + Ку = 0, - (1.3.18) 
把 上 式 指 标 r 与 š 拼 缩 , 即 令 +r 一 i， 且 对 i 从 1 то Жн, 
fH 
Raga + Ries Ка = 0, 
BRE LX р, 并 对 指标 + KRALA 


ER 一 二 5 
因此 , 若 令 
Tj = Ri 一 gnR + Agi (1.3.19) 
其 中 4 为 常数 , 则 有 
ЕТ — 0, (1.3.20) 


反之 , 若 给 与 Tin 满足 (1. 3. 20), mp ЖЛЕ V 中 非 异 对 称 张 量 gi 
WEDE. 3.18), 则 方程 (1. 3. 19) 称 为 Einstein 方程 ,这 是 
引力 理论 中 最 基本 的 方程 ,特别 是 Т, = 0 时 ,方程 化 为 下 面 
的 形式 : 

Ri = Ай. (1.3.21) 
如 了 存在 ga 满足 上 述 方程 , 称 为 Einsein 2208]. 以 gt R 
(1.3.21), 13 R = mà, WI EE 


Rr 一 E iw 


由 此 可 知 


e» Ei OR 
Rua to ad 


因此 易 证 , 当 m 3e 2 时 ,标量 曲率 必须 是 常数 ,因而 方程 (1. 3. 
21) 中 必须 是 常数 ， 
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用 同样 方法 可 以 证 明 , 当 m > 2 时 ,如 果 曲 率 (1.3.4) 与 
Jim EU 无 关 , 即 
Ким = (gagn — Bug Ks 
则 天 必 为 常数 。 因 为 用 gg! ЗЕЕ, 便 可 得 出 R= 
m(m 一 DK, XH 
gg" Rinna = віка Саап 一 Вива) Kus 
ЖИП 


— — — = Il 


现 设 gi 是 V 中 另 一 可 微分 的 ,对 称 的 非 异 的 二 阶 协 变 号 
县 ,于 是 有 相应 的 Christoffdl 符 号 И оине ав. 29 
1 


u) 


Еі — e27g;;, 
其 中 是 了 中 可 微分 实 函数 , 则 由 计算 可 知 
1 | 
М, = ll + бю; + бо — gig” Tn (1.3.22) 
其 中 | | | 
di == до 
Өх! 


再 根据 曲率 张 量 的 定义 ,可 计算 得 出 


а) | | 
Кім = Riu + бїт — бун 


+ Сакты — guda) + (Big; — бїр) бт, (1.3.23) 
其 中 
Tii = Орд — 0:01, 
由 (1.3.17) 得 出 
К = Ry — (m — 2)o4 — 616сы 
+ (m — 2)р'с;о;], (1.3.24) 


) 
R = e "[R — 2(m -一 1)е” е 


— (m — 1)(т — 2) йо]. (1.3.25) 
H1(1.3.23)—(1.3.2) 91,24 m 22 3. 上 时 ,有 
Сы = == Сї, (1.3.26) 
其 中 
Cía; = Віц +- — (91 — Е. + ві 


| R | | 
— gy; Ri) — — -一 (pi — 8ig; 1.3.27 
ёп i) ( 1)( 2 НАП Biga), C ) 


此 张 量 称 为 Weyl 张 量 或 共 形 张 量 。 上面 证 明 两 个 非 异 对 称 
张 量 , 若 只 差 一 正 的 因子 , 则 它们 的 Wel EHS. 
显而易见 ,如果 djk 是 对 称 的 , 则 把 qikbr—ajb, 的 指标 
jk b 轮换 然后 相 加 ,必定 恒 等 于 零 , 因 此 ,根据 (1.3.13) 可 知 
Cin + Chj + Сі = 0, (1.3.28) 
令 
C;j = gia Chu 


(guRix — giaRn + gi Ri — gnRix) 


1 
== R;; + 
is m— 2 


R . 
и (эз — 1)(m __ (nta 一 Birgit) = Ким 


1 
一 ——(gikRni 一 8 及 DO 
т — 2 


Ст 一 - а= y (1.3.29) 


其 中 4..Ви; = AaBy 一 AaB H (1.3.12) 可 知 
Ci = — Cing, = Cji == Сац. (1.3.30) 
* 19 ° 


E (1.3.27) 可 知 

Chai = 0. (1.3.31) 
值得 注意 的 是 ， 当 m = 3 时 ， 可 以 证 明 Weyl 张 最 恒 等 于 
TERN). 


$14 b ЖЭН 


在 R” 的 开 集 V 中 ， 若 有 mw 个 微分 向 量 场 ey Gs, 
ei), 在 每 一 点 x*E 了 是 线性 独立 的 , 则 称 为 了 中 的 一 组 标 
TR (elo). WER ci — 51, 此 标 架 称 为 自然 标 架 . 

ШЖ (2500) 是 了 中 另 一 组 标 架 , 则 必 有 了 中 的 可 微分 
AR C), 使 得 、 
eio) 一 AK) 8x), (14.1) 


ЖЮК ЖЕНЕ, < ‹19°(ж),+--,су” (x) 是 由 方程 
ehe f = at (14.2) 
所 确定 的 量 , 满 足 
ele) = da (1.4.3) 


不 难 证 明 ,对 每 一 固定 的 a, cP(x) 是 了 中 的 可 微分 协 变 向 量 
场 。{ < 名 } 称 为 相应 于 {е} 的 协 标 架 . 

在 $1.1 rh, 我 们 曾 定义 * 点 的 向 量 , 它 是 对 自然 标 架 定 
义 的 。 由 此 而 定义 的 张 量 也 是 对 自然 标 架 定义 的 。 我 们 现在 
为 区 别 起 见 ,用 名 , Tu 等 来 表示 . 

对 于 自然 标 架 的 权 o 的 7? 阶 逆 变 + 阶 协 变 张 量 ТИП 对 
应 有 唯一 的 对 于 标 架 (1) 的 张 量 


ТГ = (det E) "Pie (0. eei eh y, (1.4.4) 
称 为 对 于 标 架 Celo) 的 张 量 ,这 里 


r E 


etn * etn) 
E= |-........ . (1.4.5) 
е-е", 


显然 Тау 与 坐标 的 选取 无 关 ， 因 对 于 局 部 坐标 的 变换 (1.1， 
2),C1.4 4) 右边 是 不 变 的 ,因为 对 于 坐标 变换 (1.1.2), 标 架 向 
晤 的 变换 为 


~ ^ x бы ^^ a k 
HE) = etale) 0, PK) = eo) 995, (1.4.6) 
Әх“ Ox! 


因而 有 
Ту = (da E)" ТОС ОЕ y 8l. 
但 对 于 标 架 的 变换 《1.4.1)， 若 令 Ти DT Dads 
{aly} 的 张 量 , 便 有 
ТЕ = (de AJ TEA ААА АЗЫ, (147) 


其 中 
PEEL 
А = | ...... ) (1.4.8) 
AT* AP, 
这 里 Аг" 表示 逆 方 阵 A 的 元 素 . 
对 于 局 部 坐标 变换 RV — P, 若 在 V 中 任 取 一 组 标 架 
(2,(2)), 它 与 由 V 变换 而 来 的 标 架 L, GO REINES 
一 线性 变换 500), EU 


ela) E = ato iy. (14.9) 
Ox 


对 于 如 此 的 标 架 (E00 E ЖЫКЫ ТИЗ, 与 原来 的 对 于 
БН {cisCx)} 定义 的 张 量 Ти, 之 间 , 仍 然 有 关系 (1.4.7)， 

从 (1.4.7) n fib, TEY 是 G = GL(m, R) 类 型 张 
量 ， 而 对 于 坐标 变换 FV Ӯ 的 联接 方 阵 为 
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pzr( = AQ) = Ё SË E. 


x 


4 Tí Ж 5 1.2 中 所 定义 的 线性 变换 ,对 于 坐标 变换 太 了 - 
的 联接 函数 为 prr) = ze 此 即 对 于 坐标 变换 (1.1 


2), 有 


i ri l 
n fe ar Әл" Әх er $0 1.4.10 
ik " Ox? Ox! ӘК Әх! ӘӘК" ( ) 
令 
гї, = 26 eO + Paelye? ; (1.4.11) 


则 由 计算 可 知 , 当 作 标 架 变换 (1.4.9) 时 ,有 


Í, = Tata ron — Ar 2 (1.4.12) 
即 IT& 是 一 线性 联络 , 它 是 由 诱导 出 来 的 ， 由 此 可 知 ,可 以 
象 (1.2.16) 一 样 来 定义 权 с 的 张 量 的 协 变 微 分 。 
由 (1.4.9) 可 知 , 标 架 el, 对 指标 ; 是 自然 标 架 的 逆 变 向 
E, 对 指标 4 ER GLC, К) 的 协 变 向 量 , 因此 其 协 变 微分 
为 
Oei, 


ey = 
* Ox* 


+ суй — сіг, = 0, (1.4.13) 


其 中 利用 了 (1.4.11)， 
对 于 自然 标 架 的 可 微分 向 量 品 的 对 于 联络 PN, 的 协 变 
微分 & 是 一 张 量 , 它 对 应 有 一 对 于 标 架 Co) 的 张 量 : 
二 == ёсе, = Сё, рек, Ë%; elo 
= X,Ë* EU, (1.4.14) 
其 中 


. 22, 


X. = «95 (1.4.15) 
是 一 微分 算 于 ,而 
Tc = Thet = ei? X et + Pi еее. (1.4.16) 


我 们 称 Ee 为 5" 沿 标 架 向 量 ez 的 协 变 微分 ， 同样 可 以 定义 
B о 的 张 量 沿 标 架 向 量 et 的 协 变 微分 为 


r 
E] — [EDD -—üp ba PEN] a 
Tn. X TES + > Th Nw Lin i ba гҮ 


一 Xi + суа. (1.4.17) 
现 设 7 中 存在 二 阶 协 变 、 对 称 、 非 异 、 可 微分 张 量 场 


ёк). 众所周知, 存在 可 微分 的 向 量 场 cial) 使 得 当 了 为 
R^ 一 点 хо 的 充分 小 邻 域 时 有 


ейлшкебу 一 Tan (1.4.18) 
其 中 
1% 0 
(п) 一 ( 0 1% ), (1.4.19) 
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Æ (1.4.18) 的 标 架 {ce 声 } 称 为 伪 正 交 标 架 、。 又 由 《1.4.19) 可 
知 此 方 阵 的 逆 方 阵 元 素 л 一 q WRS m, 则 称 为 
EZER. bhf, 42 = basa = 1 CH a =h), SWAF. 
《1.4.18) 亦 可 写成 

ак = дасе), (1.4.20) 
经 标 架 变换 (1.4.9) 后 ,如 果 20060. 仍然 为 伪 正 交 标 架 ， 则 由 
Ox* Ox! ,~ 


k Н 
a) œ) Әх Өх = ” 
Әх! Oxi 


bek Ci Au UAM Eki 
"s Әх' Ox! 


, 23 * 


= qud EP mm quu AL Af ee y? ix ĝa, (1.4.21) 
可 知 dix) 必须 满足 соч 
nca AS AS 一 тар. (1.4.22) 
满足 上 面条 件 的 m X m HE 4 — CAD) 所 成 的 群 ,命名 为 
O(r,s),r +5 кә т, 3 у 5а 0, 4 OCm) =a O(m,0) EEX 
矩阵 群 。 由 于 对 于 伪 正 交 标 架 (e(5) 的 向 量 车 ， 经 标 架 变 
挽 (1.4.1) 有 

B = Ab, 

其 中 Ai 满足 (1.4.22), 故 OCm,n) 型 联络 Th 满足 
-u 2r дА 


f; & 7 TAL; EE 


— 45 一 1 


由 《1.4.22 ) 可 知 


045 ,. p Ө 
Tac 一 全 < 


арм + яу“ BAE 0 一 0 
8z: b а Ө! LE , 


而 根据 $ 1.2 联络 的 定义 可 知 Ty 必须 适合 条 件 


Гы + Ги 一 0, (1.423) 
用 ocio RELATIE 
Уа 十 Уа = ©. (14.24) ` 


这 里 应 着 重 指出 的 是 ,由 于 (1.4.13), 如 果 一 个 张 量 的 方 

程 对 于 自然 标 架 是 成 立 的 , 那么 对 于 任意 的 标 架 也 成 立 。 例 
如 , 对 于 黎 曼 联络 的 Bianchi 住 等 式 (1.3.18) 对 于 一 般 的 标 架 
仍然 有 

Кыз T Rh. Кеш = 0, 
其 中 

Кы = Ripe Peipetelas 
Ria 是 对 自然 标 架 的 黎 曼 曲率 张 量 。 又 例如 ,对 伪 正 交 标 架 
mA, Einstein 方程 (1.3.19) 为 
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R, 一 > льЁ + Аза = Tas 


但 值得 注意 的 是 , 黎 曼 曲率 张 量 对 于 у. 不 再 是 (1.3.1) 的 形 
式 , 因 为 re 不 是 原来 $1.2 意义 下 的 联络 ,而 Th 才 是 。 现 在 


a Bei GQ i ш, 
对 于 此 联络 ,曲率 张 量 
мы = 及 和 rect 


Əri __ ӨГ} 
一 一 二 一 


因此 
a 1 a K 
Rz 一 a Cata) __ rine Theta) 


Gel Oct 
4ovrhv;—vLhrj — Tue Өк :+ Duelo БЕ, 2, 


EBER 
Кы = XY ba — X Yk + Үш? 一 Үт 一 YYCia, (1.4.26) 
其 中 | | 
Ci, = 人 一 928) р, (1.4.27) 
由 于 一 般 的 标 架 包含 了 自然 标 架 ， 今 后 我 们 在 讨论 张 量 
时 ,是 指 一 般 的 标 架 ,不 再 特别 对 自然 标 架 给 以 特殊 的 符号 或 
指标 ， 例 如 说 曲率 张 量 Ria 则 是 指 一 般 标 架 的 曲率 张 最 而 


Ë. 


815 外 微分 运算 


在 上 节 中 ,我 们 使 用 标 架 来 研究 微分 儿 何 ,其 原因 是 因为 
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与 遍 部 坐标 的 选取 无 关 , 但 与 标 架 的 选取 却 仍然 有 关 。 现代 
沽 分 几何 学 的 符号 与 古典 微分 儿 何 学 符号 的 区 别 在 于 对 前 者 
的 符号 选取 中 ,不 但 希望 与 坐标 的 选取 无 关 , 并 且 与 标 架 的 选 
取 也 无 关 , 这 样 便 于 对 大 范围 微分 几何 的 研究 。 ВИДЕА 
中 ,我们 讨论 外 微分 运算 之 前 ,首先 介绍 现代 微分 几何 学 常用 
的 符号 ,但 实际 上 本 节 仍 限于 讨论 局 部 的 运算 . 

设 对 是 一 个 集合 , 它 的 点 与 R”" 的 开 集 ?的 点 是 一 一 地 对 
应 的 .对 中 的 集合 如 对 应 于 也 中 的 开 集 称 为 开 的 . a pP e M, 
对 应 х(р) = Calp) seee sa CEV N iCD P ARIE 
ж. НР x:M — V ЛУО, HARRA r V — M 
表示 .我 们 说 函数 АСР) ЕМ LER, ВП вох ТЕ 连续 ,h(p) 
在 M 上 可 微分 , 即 hox-! 在 V 上 可 微分 等 ， 

< 表示 所 有 在 M 的 ?点 可 微分 函数 , 见 f€ ЭЕ ,, Д% 
A Р 点 的 一 邻 域 使 得 f EEREN IRR X: 7, — R 
称 为 点 的 向 量 , 如 果 适 合 下 面 两 个 条 件 : 

G) X(gf) = {Xg + ЕХ}, fsg EF; 

(и) Xf + ug) = АХ} + uXg, A,n € Е. 

EAER, NAX + zY 向 量 为 (UX + uY) = АХ} 

+ нҮ},}Є 多 ， 则 所 有 点 的 向 量 成 一 线性 空间 М. М.Ж 
为 点 的 切 空间 . 
He g== 1, H G) 可知 Xf = JX1 + Xf, WCH 
X1 = 0. 

设 1e 多 p q R p BREA CEERD AA z Ср) = 

х 与 x(q) = у. Ф]* = fox. 由 于 


ÁO = P*G) + E JG + (y — ху) 


= f*(x) + (yi — ор оа) 


dt 
Qu , 


usd y —x) 
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此 即 有 
{Са) = р) + Oila) — ж?р) eCa). (1.5.1) 
由 于 х(р) 是 固定 的 
Xi) = fX = 0, 


因此 有 
(xp) 一 SE Guo). 
4 Хай FG) ,得 出 
ноу 8 
X = š (x) Әх? 5 


此 式 表示 X € M, 对 应 有 一 +EV 的 在 $ 1. 意义 下 的 向 量 
5i(x)，M; 与 $1.1 中 线性 空间 T, 是 同 构 的 ， 地 ;是 Ms 的 一 


组 基 , 称 为 自然 基 ， 
如 eio 是 V 中 一 组 标 架 , 令 


(1.5.2) 


X, = eia д E 
Ori 


HU Xistt X, E Me 的 一 组 基 ,[ 向 量 铸 可 写成 
Х = БХ. Б == ріс, 

其 中 ë 是 对 于 标 架 ei, 的 $ 1.4 定义 下 的 向 量 , 因 此 现在 定 
义 的 向 量 与 坐标 及 标 架 的 选取 无 关 ， 

XX 称 为 M 上 的 可 微分 向 量 场 , WE S G) = Xr 是 在 V 
可 微分 的 ,根据 定义 ，X。 是 可 微分 的 向 量 场 . 

Ж X,Y 为 可 微分 向 量 场 , 很 容易 证 明 [X:,Y] = XY 一 
YX 是 一 可 微分 向 量 场 . 

4 MS 表示 М, 的 对 偶 空间 ，M8 ЮА о: M , — R 
称 为 一 次 微分 式 或 简称 一 次 式 。 令 张 最 积 
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£0) = M,G---GOMOMIG---GME, 
| 7 次 ЕЕЗ 

£i) 的 元 素 工 称 为 7? ИЙ, s МИЕ. 如 果 
IX, 是 M, 的 一 组 基 ，w*E€ M3?(a 一 1,---.т) Ж X. #9 
АЕ, жа | 

©ю°(Х›) == 5. (1.5.3) 
因此 张 量 工 能 写 为 
T = TEXO X, Qo @ ++ Qu, 
其 系数 Tu E 14 意义 下 的 张 量 。 对 每 一 TE 22;(p) E 
ХН Мх. X MF X Mp X +, X M, 的 一 多 元 线 
— AÑ —— U — 
7 次 s 次 
性 函数 如 下 : 设 
0,:::,0, € Mf, Yi, YEM， 
则 
T(0;,*-:,8, Yi, *,Y,) | 

ТЕК ӨС X.) ` ‘OX )o (Y): "rat (Y). (1.5.4) 
We E GO) КЕ, Xu ,Xe M, SEE o 85 РЈ 
性 质 : | 

(Хаз XV) 
me ... X)’ ETC ttt él, ... 7) 的 侦 排 列 ， 


—e(X,: M X) ICON b 257169 * Sr S SEA, 
| (1.5.5) 
则 o 称 为 点 的 r 次 外 微分 或 简称 T 次 式 . 令 


.1 (8. ... 0.) 1.5.6 
rt eno GG) ° Br” ” Brt? a. ` 2 


则 Op ks 是 $ 1.4 意义 下 的 r 阶 协 变 张 量 , 对 指标 怠 :。 .. vk E 
反对 称 的 。 所 有 在 2 点 的 + 次 外 微分 式 所 组 成 的 线性 空间 命 
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之 为 % (p). 3h09 = M. 如 中 对 每 一 点 p€ M W. Et r KX 
式 , 且 (1.5.6) 在 了 中 是 可 微分 的 , 则 称 中 是 在 了 上 可 微分 的 > 
次 式 . 所 有 在 M 中 可 微分 的 r 次 式 组 成 的 空间 命 之 为 %(M). 
WCM ) 是 MM 中 可 微分 函数 . 
H co € 3,,0 € 9, 可 定义 外 积 oA 8 € %,,, 如 下 : 
NX, "t Xr+ € Mps 则 
Ce AX, Xi) 


ӘХ, - . . X, )8( X,, ` . "X, 


"Ires 


= 1 
《# 十 5)1 


(1.5.7) 
Жн де. E lear 十 :的 一 个 排列 ， 由 定义 可 知 
ө A8 = (—1)X:8A о. (1.5.8) 
“现在 定义 o €94,CMO 的 外 微分 do € V, (M) 如 下 ， 当 
r 一 0,f € CM), Dil] dj € (М) 定义 为 ,对 任 一 点 p€ M 来 
说 ,有 
ах) = Xf, XEM, 
由 于 x'(p)€ WCM)， 故 有 


dr' 2) = Ov ыг}, (1.5.9) 
因此 df 一 ŽE dxi IRE o EWCM), Ф aa, 是 由 (C1.5. 


6) 定 义 , 则 外 微分 式 = akt dafs A ++ A datr 有 如 下 性 质 : 
©. r 。 . 


" 4, 4,0 x* А ... ^dx* (2 ae 8 : 


Әх” Өх 
8 Ə ) 
= wW | 一 一 一 一 一 一 
Әх? Әх", 


我 们 得 出 
e 29 9 


со = L a, a (dx A Дах, (1.5.10) 
r; 


这 是 外 微分 式 的 局 部 坐标 表示 。 我 们 可 定义 
dw 一 一 day a, Мах Д ... A^ dx* 
T 


== 1 kkyk дак, . . 
B rir + 1)! Bi ух 4х" А * ° * Adxirt: 


L Si ул бауы dau A daa 
_ ú Sarpa LA oe. + 
(r + 1)! Ял eem TU n 
(1,5.11) 
BEATA 
ddw = 0, 0542) 


4С ЛӨ) = de ЛӨ + С—1)' A 48, (1.5.13) 


现在 要 证 明 : 设 c € L(M), Kotte’ X. i ERI RIA, 
则 有 | MEE 


do(Xi,*--,X,4) 一 1—15) (— D^x,e(Xi,:-*, X, 
r 


1:523 


eX aD D (一 DrrkoC[X Xu, 


¿<i<k<r+1 | 
X... Ev aur XD. (1.5.14) 
其 中 <, # OX, KHA, | 
设 


51.5.10) 
• 39 * 


+1 


—— (—1)7 


do(X;, ° ° ‚Ху == 


(r ri DiE 
дак... a kris 
Өх^а — ED 
rl 
1 - (5, 
= llla — 1° lek, 
r + 1)! cT ) 8x* 


r+1 


а—1 Ka 8 
(+ " 1)! > 《一 1) £; T n a 8x Xa 


X (gti Eka. Eleg) 


r+1 


LODSE 


- 1: 


x c( X4,-* `. ER, ° -Xr 


+1 


1 加 
сту 220—0 кан 
S Ө&ђв р A 
X >) ЕК. МА pw " "Eka. . „їз 
В=1 
rti 
GED: " 1)! >C Dt LU Хак 
fl k 
ё вв 
х ЕК... Eas СЭВ... Бы 
Beat Ox*a 


DXX sur Xu) 
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ту X (— jy+ бако оь ЁК 


х 28 Eh. be Ве e Ер 


cd Cmn 


x gie ОН? he. вр 
1 с +1 | 
= 7+1% 之 (一 DX X1, ** - » on “++Х, ы) 
une 4731 
ШҮП 二 1)! > ( 1) fik Aarau (Et д^ 
— à OR, k... Коз ое ‚ a krti 
p Sao. Ep Eb 


r+1 
-HIZ (19X sol Xis 7*1, Хы) 
+ >, (C—1) "e X, X5]. Xi ` uh » ..., 
a<p 


кыхы}, 
这 便 证 明了 (1.5,14)， 
定理 1.5.1 (Poincaré 引 理 ) 34o EEMI Р AMBI 
的 可 微分 的 r 次 式 适合 do = 0, 则 存在 ? 点 的 邻 域 的 可 微分 
的 ， 一 1 次 式 9 使 得 
ЕЕС. = dð, 
证 由 于 此 定理 是 局 部 的 , 我 们 不 妨 在 R” 的 原点 的 邻 
HKI. C r= m, 定理 是 显然 的 , 只 证 r< m 的 情形 . 
我 们 采用 轨 钠 法 , 设 定理 在 R 中 成 立 , 现 证 К” 的 情形 . CH 
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m = (оү + dx” А a, 
其 中 ooo, 不 包含 2х". В > 一 1 次 式 
Ө = Q + ах" NOs 
其 次 0,0, 不 包含 4х". W Ө, 是 任意 的 ,而 9 适合 


90 „+ S den A 9®, (1.5.15) 
Әх” а= 1 Әх" : | (7 
其 中 车 | 
m-1 
1 | 
8 = "п d u ttt d. r1 
1 Co Dr — 10) ‚2з e 7 一， (x)dx^ N Ах э 
则 -9® 定义 为 
Ox 
СТД 1 SO ах. ou 
— — «үсеш. 4 в, m d "mi, 
‚ 0x7 TE 一 121 之。 Өх" A A Ë 
令 
SG с, ав 1 = 
t0; 十 5 d<“ A 2 = > 


Әх" (r — 1)! арад 
X Б. (dax Acc Adatrat, 
HJ 1.5.15) 化 为 求解 仿 微 分 方程 组 


aX。 (z) 
Өх” 一 COP 


这 必 有 解 ， 例如 


Xara (z) 一 | barrar LG) dx" 


Q 
便 是 ,换言之 必 存 在 x (1.5.15), 
令 


g = o — 40 = о + dz” Ло, — da” 人 E 


29, 


– 5; аел 99, шелк 


а= 1 


28, 


- > dx 
НЕЧ, Ф KEA di". PEB. dp = do == 0. 但 由 


0— dp = dT N aem Әр. S det 3 
x 


а=} 
便 可 知 zt = 0, ORES а", p 是 R” Hr 次 式 , 据 归 


纳 法 假定 ,存在 r— 1 RAJE p= dp, HEHH o = p 
+ 40 = 4(ф + 0). 定理 得 证 2? 

现 设 or == ef?dzxi 是 M 的 一 组 基 ，T5 是 M 上 的 一 线性 联 
络 , 令 


= Грахі == Y co* э - (1.5.16) 
由 于 
Фо“ = беу dx! Adxi = el X peto b A of 
= ej X elim! A 0° 
有 


доб + co! À o° = Е (v5, — Yh — Ci)! Л o, 


其 中 CL BEM (1.4.27). УШ 
do == dy] o + Yhad ws = Ха 人 co? 


— ме} X elo № о! 


1) 注意 Poincaré 引 理 的 成 立 只 楼 名 是 C RIAT, 此 外 , додм 
析 的 , 则 解 9 也 是 实 解析 的 ， 
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dot + ws Noi = = (хәм 一 Хат? + TTA 


— УЫ 一 yv Cl N сой, 
18(1.2.20)5(1.4.16 ) 4] Ail 
Ti Yi, — Yh— Ck (1.5.17) 
是 对 标 架 do 的 乒 量 张 量 ， 由 (1.4.26) 我 们 得 出 E. Cartan 的 
结构 方程 


dw’ 十 w$ A c^ 一 > ТА а со? Aot, (1.5.18) 
dwi 十 c? hwi 一 " R$,,0* No’, (1.5.19) 
$16 算 子 8 与 A 


TEAT s 与 A 之 前 ， 我 们 先 把 线性 联络 现代 常用 的 
符号 介绍 一 下 . 
给 与 $ 1.4 意义 下 的 线性 联络 ГЬ, ФУ = Thelo 我们 可 
УНУ: (M) 2м) 如 下 : 
3⁄ X = EX Y = aX E 22M), Ж] 
VxY = (Хы + т $5)X, (1.6.1) 
由 些 可知,Y 有 如 下 的 性 质 : ig € ZM) X,Y € @XM), 
则 | . 
(1) ViyyagzX = fVy4X + gV;X, ` 
Gi) Vx(fY + gZ) = f[VxY + gVxZ + XfY + Х{7. 
BZES Ve: (M) aM ) i& & G) (1), ДЖЕ 
明 是 定义 了 一 线性 联络 ,因为 可 以 令 
Vx X, = ViKe. (1.6.2) 
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我 们 可 以 从 Th 一 rP 来 证 明 它 符合 线性 联络 的 定义 . 
从 线性 联络 V, SUR ХЕ ЖЕЕП Т 的 沿 方向 X 的 协 
ЖУУШ F: 


Vxf Xl, f€ M). (1.6.3) 
(Vxo)(Y) = Xo(Y) — o(VxY), 17 
oE DKM) YE 2 (M). . (1.6.4) 

Vx(S@T) = VxSQ T + ӘМТ, — (1.6.5) 


3$S, 了 是 任 两 向 量 场 。 容易 证 明 : dn X = ХТ = ТЕХ, 
СХ. о’: Gor, 则 据 人 1.4.17) 及 上 面 的 定义 可 知 
VxT = FT} h X, @- QX DD Qon. (1.6.6) 

Ф . 


TX, Y) = VxY 一 х Х,У], 
| (1.6.7) 


R(X,Y) = VxVy —.VyVx — х,у» 
Huh Х,У € gB《M)， 显 而 易 见 , 任 与 f,g;4€ DM) 
TX;.gY)-—1gTOGY) — 
R(fX,gY)(AZ) = fghR(X,Y)Z, ` 
其 中 Ze (D. 取 一 组 标 架 {X。}， 据 (1.6.2) 可 知 
(00 T(GX) = ТЪХ, Е(Х„Х,)Х, =.Е%Х„, 


Жш To 与 Ri 分 别 是 由 (1.5. 17) за. 4. 26) Bis Хш 
EIE fs Ф 

ЯМБА УКВ С = р.х)", 
设 它 是 对 称 的 ， Bi G(X,Y) = er, ХЕЗ X,Y € € gs 
ЖЕЖ дебе) 9, . 

人 定义- o 
BEN (X,Y) = G(X,Y). | | | (168) 
我 们 要 证 明 | B 
o XH 161 存在 唯一 的 线性 联络 立 适 合 
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G) 挠 率 为 0; 
Gi) VxG = 0,%HE— X € DM). 


š 


证 由 za 定义 的 Chrisoffdl 符号 | } 可 定义 线性 联络 


yv ê [a 

E M 
Wü sv ШУДАИ (1). mei (1.2.30) 可 知 Cii) FWE. 
反之 , 令 


v д = T: ə. 
эз Өх* i Әх!” 


则 由 G) 知 挠 率 张 量 T], — 0, RO TL; = ГЬ; 由 Gi) 可知 


| ‹ a 2 Oxt” Әх! Əri \Bxt” Өх 
6 


д 8 8 
"eese P) оа v2) 
Уә; Bxt” Өх! 8 Уш, Әх? 
此 即 
Өм 一 ёк + geh» 
Өх! 
故 有 


8gu Ән 一 一 дв; = r 
Bri 十 :Bee ox 1 


这 证 明 . Pj, 即 是 Christoffdl 符号 ,证 毕 . | 
适合 定理 1.6.1 的 线性 联络 称 为 黎 曼联 络 。 它 唯一 地 由 
ga 所 决定 ,本 节 仅 用 黎 曼 联络 定义 协 变 微分 。 
ME o REM th r 次 外 微分 式 


о = 1 8j 4 dx IN Adr, 
ri 


e 37 » 


由 于 | Hiis ы 对 称 , 故 (1.5.11 可 写 为 


= nc a лох? А *** A deia, (1.6.9) 
RITEN o BOXE < о ж my 一 ;次 式 如 下 : 


1 " 
* = 一 一 ej cjua A rf № * * A кдте 


rym — r)! 


(1.6.10) 
其 中 
Birim 一 V 1g1917,, g == deg), (1.6.11) 
这 里 应 用 (1.1.9) 的 符号 ,而 
айе = а. рд, у, 
我 们 首先 证 明 
xc) = ( — 1)" ""sgn(g)c, (1.6.12) 
其 中 зб) 表 实 数 上 的 符号 。 实际 上 ,由 (1.6.10) 可 知 


1 4 
**o = 61e phy Eat nahen 


(r)m—r) 
x 4х*% N ... Adx^r 


le] а. 
Шет ' y(m— r)! ! 
> gh . е gira, s dh tt A dz 


ГАРГА " 
= ——, Bf riim ota egy dx" i А ... Adx* 
(riY(m — r) € CASU ^ 


— 1 Y(m—r)r 
oa fg a, = d x N ee Ada 
T 


== (— 1)” Ysgn(g)w. 
其 次 ,如 有 另 一 + 次 式 
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i 


Ө = бах Nee аз, (1.6.13) 
y 
则 
OA ж = bia affe 1， (1.6.14) 
ri 
其 中 
*1= а аЛ Дах", (1.6.15) 


实际 上 


BA Ж w == Cj r)! bj. jr Rory, 


X dxi AÁ ... Лах Ndx A ... A dxlm- 


КАН! 


= GIP ууу оне talihi dei A Nda” 


Uk p" m-r 


gr 


= Те раа eee Аах" 


= l ppa ik], 
r! 


再 者 , 若 o 为 > 次 式 , 令 
бо = (П) q ko, (1.6.16) 
这 是 一 上 次 .我 们 要 证 


sg у . ， i 
бо == — OS 人 A ttt Adat, 
(1.6.17) 
其 中 sgn(g) == det(g;;) 的 符号 ， 实 则 


САА 


= l- 站 
* d о G —1)r — 1)! бузу mra 


1 pili ime 


X gh. * e gmr’ meh | 一 一 一 一 
| СЕТЕ 


‚ 39 ， 


Tor а . 


] 9 е і 
- (m — rji LIRE LI g rra, ik, ) А | 


— аа ёт [ЭИ g^ 
ri( r — 1)! (m — ғ)! mrte p — 


x (g^i:- * + p'm—r-Hn— =op rie ые & ikte e -g frke) 
K akok, adx Ne Adx! rl 


一 lel а u 
rir 一 1)! (m 一 一 r)! б: rali Jd, 8 


x " an Xen т na, e "NT ахи + Дах! r-i 


D 


ma C1) m7 sen(g) gab" ачна 


“1С -一 1)! (m — r)! Pp eri | 
x акык. dx! A “++ A dx! rt 


- IUS. sgn( g)8*i ky 


rir — 1) sie 
x аЛ 人 dr 

这 证 明了 (1.6.17), 

最 后 , 令 


gla, sug 


A = d8 + ôd, (1:6.18) 
而 要 证 明 


— —— 


1 CIIM 
十 —— G y 一 y g^ ЭЕ} ца, наса 
х dx Neee ахо, (1.6.19) 


实则 ,由 (1.6.9) У (1.6.17) 可 知 
КЕГЕ: 


= 


do = —sgn( g) Lulu EESTI g ( 1 Wd 


r! НЕ rir 十 1)1 ipit 
x jouit ) gdh А "tt 人 dz， (1.6.20) 
E - 
dów = —sgn( g) oi — _ giete 
rt mo» r! Cr — 1) ! liyir- 


х каа) ак Ае: Дх, еа 一 sBn(8) _ 
E барје ud А A x GYG — Dt 


x бн ү Bus M gh 4+ н; dx hA ТЕ Аах“. г (1.6.21) 


我 们 利用 恒等式 


1 ji r= j = i alreir — Beg 
(Сту ny posa Ol okie — ötri, (1.6.22) 


工 式 堪 边 当 2 固定 时 , 若 PE M DE 取 l, “1 
"sl, Z, W j BILE 76 之 值 为 (一 1) 而 若 i 不 取 
Ш, 
/之 值 ， 则 27 -为 0, 
12 r 
1 THES = __ рў she » 
G — Dp Dus L^ > 166 ae 


51—Ji ili 87077 作为 行列 式 , 按 第 一 行 展开 有 


Hyci Гын РОНА — 1)*-18 8” 
бы, 一 ёд УХ 1) 0,5 itd 


+=1 


由 上 两 式 可 知 (1.6.22) 成 立 。 以 (1.6.227 代 人 (1.6.217，, 得 出 
déc = —sgn(g) (a 


G1» 


— pie а; ai) dx A eAdxlr, 


MAL “ү adi 


Hy, 


把 上 式 与 (1.6.20) 相 加 便 得 
° 41 ° 


Ао 一 EO gi aoli 


С, x б т g'*Caj ик 一 M" Ac Аах“, 


利用 Ricci 恒等式 (1.3.8), 有 


十 


i. 
211-1514 — dj ipi к=п aids ЖЕЛДҮҮ 
£=1 


然后 代 人 上 式 便 得 出 (1.6.19). 
当 + == 0,0 =f 是 函数 ， 由 (1.3.197) 可 知 


Af 一 一 sgn(g )^} = —sgnCg)gi* 


х РЕ МЕ Г |. (1.6.23) 


1 д TAa 
一 一 0 (Vv | lg"), 
м lg] Ox ° ° 


故 (1.6.23) 亦 可 写 为 
м cia) s | ER 9 (Vil e! 25 ) (1.6.24) 


Ма коша 1, o == adr, 


Aw 一 —рпбе){@*й;к — gita Ra, x, (1,6,25) 


e 4? + 


$17 局 部 映照 


Ú M1 是 一 集合 与 р" 的 开 集 口 一 一 对 应 , Н p:M 一 
Mi 称 为 可 微分 的 《 实 解析 的 ), 如 果 а 一 pl) 的 坐标 уба) 
= (ya), -03 yC) 是 了 ?的 坐标 х(а) = (xz (q), ns 
x" (а)) 的 可 微分 ( 实 解 析 ) 函数 ， 

PE МДЕ Ж X € M, 对 应 有 向 量 p X € Mig 4 = ф(р), 


如 果 X = FG), M 


(1.7.1) 


X = К! 
Ф» E ке S 


注意 , 如 果 和 是 M — . Ф.Х 未 必 是 Mi 的 向 量 场 ， 另 
一 方面 ,如 M: ËJ q = p(p) 有 一 ?次 式 


о = 1 > ds ra C) d y^ А ... Ady, 


r t арсар] 


则 在 p€ M 有 一 了 次 式 
ду 
ка 1 LÀ а (у СФСР) 


Ru <.. Аах}, (17.2) 
称 为 把 吧 拉 回去 (pullback). 如果 四 是 М, 中 的 可 微分 7+ 次 
式 , 则 pg*w ЕМ 中 的 可 微分 r 次 式 . 

设 G 与 Gi 分 别 是 r 维 与 n 维和 矩阵 李 群 ，GCGL (М, 
K),GiCGLON,,K), 映照 p: Gi G ЖА, ИТ Ф 
是 一 群 的 周 态 , 并 且 有 G 55 G1 的 单位 的 邻 域 95, 与 %,, 使 得 
34 p ТЕ We 时 , ф:95,, — 由 -是 实 解析 的 。 
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Mr A Go) € Gi 0; 一 (cl ,01) 是 参数 
4(c) = oC AGO) € W,, 
据 定 义 , 参数 cc 一 (al ,0^) JE oC = 1, n) 的 实 解 
HAR, 由 9 诱导 出 G 的 李 代数 o slo ЕК a REI 
px “и: 若 91 的 基 M 


nuc [PED] nmt 


对 应 9 的 向 量 
paC Ты,) 一 | 


до? 94] 
дол: Oo* v, 


= { T 1.7.3 
[= gd ( ) 


此 外 , p, TE R RERI, Б. 

ex Tu; T», p= [os CT; ee CT», ».- (174) 

如 是 px 定义 了 李 代数 9 到 9 的 同 态 。 WR o: G i —> G 是 一 
ОА, 3E А p 也 是 局 部 同 构 .由 于 
pp (s) -c 


可 知 et) _ аео, it ps81 一 8 是 一 同 构 . 


定理 1.7.1 设 了 是 Rn 的 开 集 ,6G 是 7 维 李 群 , gz: G 一 
GL(N i, R) 是 局 部 同 态 , 则 

(1) #—(А(о))4 CA) = 9(2)C,, 
其 中 C, Ni X Ni 常数 方 阵 , (o) 一 vi(o)do? 是 由 (1.2.9) 
中 的 wfCo) 定义 的 一 次 式 ; 

Gü) 3& PIG) T, V rbi) G ARK, 

С.Г) 是 对 于 联接 函数 ev) = RCo QD) 的 
GL(N,, R) 型 联络 。 

证 (i) 首先 ,由 (1.2,4) 知道 
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vi 6Co,,0))d Cos, 0) T, = LAG) C2) Y L4 Q0)4 CY. 
、 一 740904400) 一 ааа? Tas 
BUE am 
G0) = еа), ts ES 4.5) 
BH 6с) 是 堪 不 变 式 . | 
其 次 , 若 o) 是 任 一 左 不 变 式 , BB 8C Gra) = 0(o),. 
则 由 于 (vio)) 是非 异 方 阵 
Ө(а) = A(o)dr = Alo Nalo) vo)do 
= B(a)8 c) 
及 由 于 B(c) 是 左 不 变 式 , 必 定 有 
Beoc)) = В.(о). 
ХНЕЖАЈ со, Bt ov fi 4 (0) = А- (о), Wifi В Се) = В (0) 
是 常数 ， 
现在 gr" CA Co) A I CIA I) = S) 
Xd( A(a)), REEERE, REEE Ni X Ni 常数 方 阵 
C,, fi 
gp (ACo))d S&C ACa)) = 8(0)C,, (1.7.6) 
Gi) 由 上 式 , 如 证 式 (1.2.6) 一 样 , 可 证 | 
RCAC RCAC у) = Ad(z3X:G,. 
由 此 及 由 (4.7.6),(1.2.8) 可 知 
Cy == С,А4( фу уб) Г} 2a | 


+ С. Сри (0) 81769. 
Ox! 
一 Rpr l CTER prr) 2 
х 
+ CROTO ег), 
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据 (1.2.8), IC, 是 СІ(М,К) WEA, SRE 
设 五 是 矩阵 李 群 G 的 子 群 ,可 以 选取 参数 号 使 得 W. ПН 
的 方 阵 是 W, 中 的 方 阵 AC, ---. o7) 由 如 下 元 素 组 威 
А00; * *,0*,0,**-,0), 5 < *> 则 五 称 为 @G 的 李子 群 。 显 然 易 
HL, G 的 李 代数 s 的 自然 基 (T.J) 中 Tio T, 是 及 的 李 代 
A 6 WERE, 
定理 1.7.2( 约 化 定理 ) EHE BÓ cHETRLO 


ri Æ V GURKA, ОАВЕН,Т„Є А 
B^T,B€m, 
则 ГКа = 1,--+,‹) R&V tH HEAR, 
证 实质 上 
mT, 一 У r*T, + У) rm, 
4&1 &=3 4+1 
于 是 当 фр, (х) € H 时 ,有 
Ye D BT = |р, >) rT) 
aul &-—!1 в=1 
— деру | Әх 
Pry 28] Өх! 


а Өх? 
+ pg ( гут.) E —, 
Pfr >. 7 pfr DFR 


上 式 右边 第 一 项 属于 9， 第 二 项 属于 m, 因此 有 
У fer, = est У ГїТ,)е# Or 


аш +} Ox* 
及 
n ` _ дерг\_Өх* 
S МТ, = С? (5 гут.) 9 — фӯу ) E 
4-21 431 Ox* Оз! 
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ER У) гг, SkM У гг, 是 妃 型 联络 。 定理 得 


ШЕ, 
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[6] 
[7] 


a=s+1 а=1 


$ * x W 
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第 二 章 四 维 空 间 


521 四 维 空间 的 曲率 张 量 


近代 物理 学 所 考虑 的 空间 ( 空 -时 ) 是 四 维 的 ,所 以 这 里 特 
别 对 四 维 空间 进行 讨论 。 本 章 中 的 讨论 是 局 部 的 ; 即 是 不 妨 
AVER 的 开 集 。 本 节 将 着 重 讨论 四 维 空间 中 张 量 所 特有 


IE, ах, = b - 是 了 中 一 组 标 架 ，w" 是 对 偶 标 架 . 
设 了 是 有 二 阶 协 变 、 对 称 非 异 的 可 微分 向 是 场 gs， 令 

d? = g po'w? (2.1.1) 

称 为 (微分 ) 度 量 ， 如 果 取 a° 为 伪 正 交 标 架 , 于 是 上 式 可 写 为 

ds! =m y) p00, (2.1.2) 


在 (1.3.29) 中 取 m = 4, И Wey 张 量 对 于 伪 正 交 标 架 为 


1 Е 
Cua 一 Rau 2 Ou R ne — mu R dla) 十 g mn. 


(2.1.3) 
对 于 任意 的 四 阶 协 变 张 量 ,满足 条 件 
F abea = — F pady Fa == Fas, (2.1.4) 
我 们 可 定义 它 的 左 对 偶 与 右 对 侦 张 量 为 


1 А 1 e 
* Fu == т ва Е а, Еве 一 2 gas F af, (2.1.5) 
其 中 
F°“; =з qg? F abed» Fa” = дЕ abede 
令 sgn(g) 表示 g= det (gj) 的 符号 ,容易 证 明 ; 
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Pau m sgn(g) Fuss ЕАМ == sgaCg)E а, (21.6) 
定理 21.1 设 Е. = Fh, 是 对 称 的 ， 并 且 满 足 F j> 
Fui & Е = Fi, ， 则 有 恒等式 
sgn( g)* F7; = Е. + Cg Fi — giuFa; + gi F yj 


| M | 
— gu Fi) + 7 (gui — Eug). (2.1.7) 


Ш 据 定 义 ,对 于 自然 标 架 


* 1 
PITT n 4 TRPE PF ?ers 


1 - 
— + gk gr E Ра gy; "” 


= 5 n( g) g gi FP2, 8205, 
4 
sen f огир fern r ro: " | 
EL: e ybi F? 0,852— 818ү; + 8,951 — 0,02) 


= же ч) gagu F'*,(0,[8j527 — 818% + 818% 


— 81458; — 8584 + 04055] + aplan 一 881 
+ 83857] 一 8.08589" 一 515 和 十 018711) 


$ “ç 
= ui) U2gagi, F"*,; 一 (ек, — Ека) F” ae 


+ (gur 一 ва) F” nal — [2g,,g, Б“ 
— Санта — Ека) E” ip + Срам» 
— Erek )F” ja] + [CEE 一 £xogij) E” pn 
— Сента — Eragin) F” pi + (gugr 一 Erig) F”? pa] 
— [Сек — £g) F” gn — (рр 
— garbin) E? g; + Сек — Brigin) Е? 1) 
e 49 9 


= mle) U2F uis + (gu Ë; 一 EuP as) 
+ (giPis — #iF,,)] 一 [2F zr 十 (go Fi 
— ЕЕ) + (ga Fri — gu Fa] + [Ces Fi 
— gi Fu) — (ga Fi 一 gi Fu) + Cun 
— Enga )F] — [Cg Ein — guF pa) 
+ (ga Fri 一 gua Fri) — Сви 一 Eingi) F ]} 
= sgn (g) (Fiji + (gu F, — gi Fay 十 gu Fa; 


1 
— guFij) + Р Сек 一 EnB) F y, 


Сим = gangui — баб» (2.1.8) 


Gu = Суы = Зац, G = Gi; = 12, 
应 用 定理 2.1.1 有 
sgn(g)* См = Сім + 3(gugu — Bigr + Фивы 
— Erin) + 6Cgugi; 一 ён ы» 


Вр 
sgn( g)* Ge 一 См. (2.1.9) 
令 
1 
Ер == > (ga Ri — gu R; — gi Rjy + 6:0) 
R 
Үү (егкен — Briga) 
-dl( aSn — &ы5а — ва + guSa) 
2 СУН SRO Bi jk Eij2ik 7» (2.1.10) 
其 中 
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Ё 
Sj == К =g gik (2.1.11) 


显而易见 
Ej = Е*ы = Sj, Е = Е} = 0, 
应 用 定理 2.1.1, 有 
sgn (g)* Eti = Eije + (вка — виа 十 ES — grisi) 
此 即 
sgn( g)* Ez = — Ец. (2.1.12) 
应 用 定理 2.1.1 于 黎 曼 曲率 张 量 可 得 


1 
К»ы = py [Riar + sgn(g)* Riu] 
1 
+ > (ви — g Ri — gaRi + р КА) 
R 
一 4 Ceagi 一 Eriga) 


= n + sgnCg)* Rz] + Eii (2.1.13) 


将 其 代入 (2.1.3), 有 


1 
Сы == > [ЕЁ ы + sgn(g)* R54] 一 5 Giu, (2.1.14) 


两 式 相 减 可 得 


R 
Кы == Ciji t Ei + 18e (2.1.15) 


XX R29 Géhéniau-Debever. 分 解 。 
X. H(2.1.9) 55 (2.1.14 ) 0f Ag 
sgn (4)* Chu == Суы, (2.1.16) 
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此 外 , 由 (2.1.15 ) 容 易 得 出 : 
定理 2.1.2 落 开关 == 0, bil 
Rii = Сат = ni t васе)", 


EN 式 (1.3.28) 可 写 为 - 
g*Cihu = D. (2.1.17) 
JEE, Bianchi 恒等式 亦 可 写 为 
g^R$ ijkba T 0. | (2.1.18) 


522 U (1) 规范 场 ; 磁 单 极 ;电磁 辐射 条 件 
设 UC) E: CY 的 乘法 群 , Ti JE V rbi ОСІ) К 
对 于 局 部 坐标 变换 有 7 | 
—Y-18 БУМ Ox* 


- Ув , 7—19 
Г (e Ге — e — 
ч B Әх“ Әх? 


89 Y Ort | 
-( — v> £2) LER (221) 


Ск) = м 14,690), ERE | 
Or” (2.2.2) 


AG) = (A0 24 o 


rH dba] An, ise sk Ebo 
1 — ӨГ! — er!, 
Ка = а ape 


令 | 一 一 一 
Ri 一 一 V 一 LPGz， 


上 式 即 
F = Ак ӘЛ (2.2.3) 


上 面 反 称 的 张 量 F; 在 物理 上 称 为 U(1) 规范 场 或 电磁 场 
КШ. Bianchi 恒等式 为 


OF; OF ôF; _ 
Әм! —— 十 "эм t P 0, (2.2.4) 
而 杨振宁 方程 则 为 
ЕЕ == 0, (2.2.5) 
通常 把 式 (2.2.4) 与 (2.2.5) 一 起 称 为 Maxwell 方程 。 令 
w= F; dxsi № ах“, (2.2.6) 
则 上 面 的 两 个 方程 写 为 外 微分 的 形式 即 为 
do = 0, бо = 0, (2.2.7) 


由 第 一 个 方程 ， 应 用 Poincaré 引 理 得 知 存在 一 次 式 a= Ajdxi， 
使 得 局 部 地 о = dx， 将 其 代入 (2.2.7) 第 二 式 有 


ёда = 0 (2.28) 
RARE е 满足 Lorenz 条 件 , 即 
Ва = git AL, = 0, (2.2.9) 
NIX(L28) 839 (8d + d3)a == 0, ЖЫП 
Aa = 0, (2.2.10) 
由 (1.6.25) 知 ,上 式 即 为 
RD 一 0。 (2.2.11) 
物理 学 上 通常 取 | 
1 0 
一 1 
Bik = Cra) = _ 1 > (2.2.12) 
0 —1 


并 且 指 标 jj = 0,1,2,3, 此 时 (2.2.5) 化 为 
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OF, DFI BF  OF4,. 0. (2.2.13) 
8x° Өх! Ox? 0x 


此 外 ,通常 把 反 称 张 量 写 为 
0 Fu Fu Fe 0 k, E, F 
(Fj) = р Ер Fy E 8. 0 H, —H, , 
; Fa 0 Fa =E, —H; 0 H, 
Fæ Ез Ёз; 0 —E, H,—H, 0 
(2.2.14) 
其 中 E = (Ep En Es) НЕЕ, H = (HHH) 称 
为 磁场 向 量 ， 
现在 举 一 个 只 有 磁场 而 无 电场 的 静态 球 对 称 解 ， 此 即 电 
зва, 


E, = Fg = 0, Е, = Fu, = 0, E, = Fy = 0, 
而 磁场 分 量 取 为 


1 2 nr 

x x x 

Н, = Ез = 2”, Н, = F+ = T, H,= F; = 1, 
r r r 


Hp n ЗЕН, rm Gy G2 + Gy , 
令 

= x'du 

о [z2 + (х2) + (y p , 


A. = EM x!du 
3 o [42 + (ху + (ура ° 


dy = A =D, 4, 2| 


由 此 得 知 
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9А, _ на | 人 一 一 
Әг? Ox? o Cg + OP + (2222 
__ 3[G2Y + Gy] | a 
LT y 十 (32122 
ea 8 nn =, = 
"|. Ou [2 + (SY + Ск) up Fa. 
由 此 可 知 ， 如 此 的 Fa 必然 满足 于 第 一 组 Marwel 方程 
(2.2.4). 此 外 , 由 直接 计算 容易 得 知 第 二 " Maxwell 方程 
(2.2.13) 亦 满足 . 
Miz 了 一 RN 一 {0}， 取 3 为 一 个 包含 于 了 中 的 一 个 球 
Т1: x 一 常数, y + Gy + G = Р, РЕ, HI 
用 Gauss-Ostrogradski 积分 公式 可 知 


i ELE 
Jj Fidzi № ах р? Í | xdi! Ads? 


(xL (x3 p (3) 4 R1 

-+ 22° A dx) + ах Nde 
= 31 
3 


dx! A dx? A dx? == 4. 
cabal <R2 


值得 注意 的 是 ,由 上 面 的 积分 可 知道 
(|а? лах" 一 || аА х?) = 4an °= 0, 


有 些 人 认为 一 个 全 微分 4(4jdxi》 在 一 个 闭 曲 面 上 的 积分 为 
Ж, 这 是 对 Gauss-Ostrogradski 公式 成 立 的 条 件 没 有 和 弄 清 楚 所 
致 ，? 在 物理 学 上 被 解释 为 磁 荷 , 而 在 < — д == дЗ == 0 4 
有 磁 单 极 。 不 难 证 明 ,如 仿 


Fo = 0, r = Ў 86, 


asl 
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№ х? — х2 Ы х? — xŠ 
Fam 2, 1s, Fa = q 5 у 
а a=1 a 


а=] 


其 中 rl, ris Xà (а = 1,...,N) 为 常数 ， 


„= Буе у, Дру КЭ КЎ, АУН Gauss-Ostro- 


gradski 公式 可 证 
ҮШҮҮ», = 4xNn. 
s 
现 取 V = К, gua qa» Ф 
s= LE x H = > (ЕН, 一 E,H,, БУН, 
一 EHs, EH; — EH), (2.2.15) 
这 称 为 (三 维 的 ) 能 流向 量 或 Poynting 向 量 。 又 令 
Ту 一 i auFeP" —a"FAFa, (2216) 


这 称 为 电磁 场 的 能 量 -动量 张 量 ， 一 向 量 š 称 为 类 时 、 类 空 
或 类 光 的 , 视 nE 是 >0,<0 或 一 0 而 定 ， 
由 (2.2.16) 可 知 


Te — + (El + El + El + Hi+ H+ HD, 


То = Е.Н, — EJ, То = ЕзН, 一 Els, 
Te = E H, — Е.Н, 
Tu= C El + El+ Ei— Hi + Н+ HD, 


Ти = —(E,E, + HIH), Ta = —(E,E; + HIH; 
Ta == —(E,;Es + H,;H;), 


Та = (El — Bl + Ei + Hi- Hi + HD, 
Т» - (E? + E? — E+ M+ Hi— Hi. (2247) 


由 此 可 见 ，Poynting 向 量 可 以 写 为 四 维 形式 
Si 一 二 (3 Ty — Tj) 一 二 (8j 一 8})Тыб\. (2.2.18) 


给 与 7 中 的 一 四 维 伪 正 交 标 架 {ela} BB 

Jab 一 miietyelsys (2.2.19) 
这 表示 E == {clw} 成 一 Lorenz 方 阵 。 令 v! 一 ely， 这 称 
为 此 标 架 对 于 原来 的 自然 标 架 的 四 维 速度 向 量 。 由 (2.2.19) 
得 知 ，、vi 是 类 时 向 量 , 物理 学 上 被 解释 为 此 标 架 相对 于 原来 
标 架 的 速度 小 于 光速 。 如 果 我 们 不 论 选 择 任何 标 架 , Poynting 
BERTA., 则 我 们 说 有 电磁 辐射 ， 如 能 选择 一 标 架 使 
得 Poynting 向 量 S; 为 零 ,就 说 没有 电磁 辐射 。 

设 对 新 的 标 架 Poynting 向 量 
S, = (8285 一 б) T ,85 = 0, 

此 即 

人 了 5061 == 7 了 5805155， (2.2.20) 
其 中 

Ты 一 Trebela. 
将 其 代 人 (2.2.20), 并 且 以 P 96 (2.2.20) 两 边 ,得 出 

Ти = (Thiuvtv) yj, (2.2.21) 
其 中 et = е, v = ngot, EER vi 必然 是 Tj. 的 特征 向 
B, 这 就 是 说 ， 如 果 没 有 电位 辐射 ，Tj 存在 类 时 的 特征 向 
E, RZ, WR Ti 存在 类 时 的 特征 向 量 ， 我 们 不 妨 假 定 
пукии = 1， 而 作 一 Lorenz 方 阵 E = {cl} 使 得 第 一 行 元 
Ж oci» 一 vi， 于 是 对 于 新 的 标 架 ，Poynting 向 量 为 零 ， 故 没 
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有 电磁 辐射 ,这 证 明了 对 于 电磁 场 Fa 没有 电磁 辐射 的 充 费 
条 件 为 能 量 ` 动 量 , 张 量 Ti 存在 类 时 特征 向 量 . 
现在 我 们 把 能 量 、 动 量 、 张 量 进行 分 类 . 看 哪 一 类 是 有 电 
磁 辐 射 的 . 
我 们 选取 伪 正 交 标 架 , 即 选取 Lorentz 变换 
Fa 一 F;zeloetos 
使 得 Fo = 0, Fu 0。 即 不 妨 假定 原来 就 有 
E, = H, = 0, 
由 (2.2.17) 得 知 
C Te Ta = Ты = Тз — 0, To= Ти, Tn = 一 了 Ta， 
ERDE - 
| To Ta 0 0 
T Tu 0 0 
0 T, Taf 
о ‘0 73 Tg 


(т) 一 


令 Tb айты, WANE | 
Ti Та 0 0 


iN — Ti —Tu 0 | 0 
T = (Ti) 00 фт ,(2.2.22) 
А 0 0 — 1з; 一 了 3 
-此 方 阵 之 特征 方程 为 


det (м — T) = Q2 + Th — Т2) (22 — Th Т) = 0, 
由 (2.2.17) 可 知 


—T2, + Th = Th + Th = Е — Ну 


+ 4(Е . Н)2]°, (2.2.23) 
XE ава E Е. Н = F.H, + EH, + EH, S 
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в == (EHEH, (0224) 


则 工 的 特征 根 为 . 
1 = 0,0, —0, —0, (2.2.25) 
现 分 两 种 情形 进行 下 述 讨论 : 
G) сае 0, 没 有 电磁 辐射 . 当 To 一 Oht, То = о, BA 
Ë = 1, ë! == 2 == E = 0 ETAR AEE I4 Та = 0 
时 , (2.2.22) 定 义 的 特征 向 量 s 是 方程 | 
(То — 42) + Той = 0, — TyE* — (To + 2) = 0, 
—(Tn- 2) — Тз = 0, То? 一 (Ta + А) = 0 
之 解 ， 上 方程 有 解 
£5 = Та» Ë! = — (Го 一 2), &2 = Ё? == 0. 
而 由 特征 和 根 满 足 22 == о? 得 知 
(£0! — СЕ) — (PY — (Py! = Th 一 《To 一 Ay 
= 2TgÀ — 222 —241( 34 Th — 1) > 0, 
当 我 们 取 1 一 c。 加 此 方 阵 了 T 必 存在 类 时 特征 向 量 , 故 没 有 
i gi. 
(i) ac 一 0， 有 电磁 辐射 。 
H1(2.2.23)—(2.2.24) ај] 
Та = Tas 0, Th To, 
Вр 
E: = H, Е.Н = 0, 
这 表示 电场 向 量 与 磁场 向 量 互相 垂直 、 且 大 小 相等 ， 此 外 , 特 
征 向 量 是 方程 
Tok’ + Taf! — 0, Губ — Тоб = 0 
= W. 此 解 必 须 是 5" = pTua, & 一 —pTy,£,E£ 任意 的 形 
式 , 并 且 
(y — Gy — (Gy Er = ву — (Pyeo, 
? 99 ° 


即 不 存在 类 时 的 特征 向 量 , 故 有 电磁 辐射 。 
623 0(4) 规范 场 ; 同步 对 称 解 ; 类 粒子 解 


设 V = R', O(4) 型 联络 ГИ 称 为 同步 对 称 的 ， 如 果 
作 和 任 一 实 正 交 线性 变换 
xi = Oix, (2.3.1) 

有 | 

Fa (G) = ГА G2010;'"0jh, (2.3.2) 

在 R* 中 可 引进 欧 氏 微分 度量 
dë 一 8, dx°dxË, 
而 把 rs; 的 指标 下 降 为 Tasi = balhi ЖР 
От = 05“, 

《2.3.2) 可 写 为 

F. GQ) = Гах) ООО", (2.3.3) 
令 上 为 了 中 的 向 量 ,由 上 式 可 知 

FG) = Darul) E "Lh, 
即 在 正 交 和 群 下 是 不 变 的 。 由 H. Wel 的 关于 正 交 群 下 不 变 
县 的 定理 可 知 ， Dua) PES 必定 是 向 量 x. E". «^. COR 
各 种 可 能 内 积 的 函数 , 但 是 它 是 EU. 4^. Сі 的 线性 函数 、 因 
此 只 可 能 是 下 面 的 形式 

ГС) арс = аСт) ЕА 十 (т) хіі 
+ с(т)л Е + Сс) Кр, 
Жр r = xxi 比较 i5.45.0 的 系数 有 
T, = a(r)<xi8y, + bCr)x^5, 

+ c(r)<x#B;; + d(r)xix^s", (2.3.4) 
HF ГС) 是 正 交 标 架 的 联络 ,在 (1.4.23) 中 ms == д, В 
此 有 
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Гн == Г, (2.3.5) 
故 (2.3.4) 中 必须 alr) 一 dr) = 0, clr) = —Р(т), В 
(2.3.4) 必 为 如 下 的 形式 
T, (z) = fCr)()8,; ~ tbai) т ә хіі, (2.3.6) 
其 中 ir) 是 z 的 任意 可 微分 函数 ， 
规范 场 (或 曲率 张 量 ) 据 定义 为 


Or, OT, 
Rasi = s _ E + ГГ 一 Тү. (2.3.7) 


用 (2.3.6) 代 人 上 式 得 出 
R. | = (2f — r?P)(68; б» — 88) 


+ (+ o. Р) Gxin — х°х*ё», 
т dr 


+ хха, 一 hribu) o (2.3.8) 
将 其 代入 杨振宁 方程 


OR. 
8Y Riu = 9 — Rak, Roa, 


得 出 


{a 5 df 2 
Rea T ut art l 


` 


一 2e ^0, — х°8;) = 0, 


由 此 可 知 ,满足 杨振宁 方程 的 同步 对 称 OCA) 规范 势 (2.3.6) 
的 必要 充分 条 件 为 f 满足 方程 


dT Sdt бр зар = 
dato og, t $P — 2 = 0. (2.3.9) 
为 了 解 此 党性 分 方程 ,我 们 作 变 换 
IG) = 9), X = 1087, (2.3.10; 
v 
于 是 (2.3.9) 化 为 


s. ól > 


dip 
= 2g — 6p? + 4 2.3.11 
dv p? p’ Ф, ( ) 


nm] 49; 
RARA 27S 


ах N dX 
积分 可 得 


2 
-4 (4) = (49! — 12g? 十 8р) Р, (2.3.12) 


. р: mE I 
(2) = фі — 4g! + 4g! + Cis 


其 中 C 是 积分 常数 ,上 式 可 写 为 
——.Ф -= Xx, (2.3.13) 
мМ? — Aq! + 4g? + С, 

再 积分 一 次 便 有 


4ф 
mV p! — 4g? + 4g! + C. 
其 中 1 是 另 一 积分 常数 。 
现在 我 们 讨论 (2.3.14) 左边 的 积分 。 令 | 
Р(ф) = p — 4ф? + 49? + Co (2.3.15) 
这 是 9 的 四 次 多 项 式 。 如果 Р(ф) = 0 有 重 根 ,， 则 必定 也 是 


AT 4g! — 129? + 89 = 4р(ф — 1)(ф — 2) 


的 根 , 后 者 只 当 p 一 0, 工 或 2 时 才 是 根 。 如 果 ? 取 这 些 值 时 
仍然 是 P) WR, 必须 当 C1 一 0 或 者 Ci 一 一 1 时 才 有 
可 能 。 现 分 别 进行 如 下 讨论 : 

а) 当 Ci = —1, 此 时 (2.3.14) 的 积分 为 | 


og = #Ф_______ 
lg Jew 


= ls LEM «2 y -i ) - J 


ф — 1 ф — 1 


= + ыт (2.3.14) 


* 62 ° 


或 者 


1+ V2 
e 一 ww 
cos( +V 2 log.) 
故 
= l|, + j. (2.3.16) 
! 3 cos( 士 V 2 iog 工 ) 
ERE r= FAA. 
Gi) зщ C 一 0， 此 时 (2.3.14 ) 为 
og 工 一 | dq 一 工 。，2 一 9 
+ log — < 2 198 Ф ° 
如 果 上 式 左 边 取 正 号 ,有 
a, 22 
TU Pa 
A 
22 | 
j CREDE | (2.3.17) 
此 解 在 r=0 РН. MERAS, MI 
= 257. 
中 = + 12° 
故 有 解 
2 
үү” (2.3.18) 
此 解 在 整个 空间 无 奇 点 . 


GD 4 Ci 不 为 0 或 一 1, 令 фо 为 P( p) 的 单 根 中 的 任何 
一 个 . 于 是 (2.3.14) 的 左边 为 三 圆 积分 ,可 以 用 Weierstrass И 
圆 积分 来 表示 [参阅 Whittaker- Watson, p.453] 
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са (Фо) 
plr) = p + О 01 AB.—7 
(+ log— Ё2» в) — = (9o) 


24 аф? 
而 (2.3.9) 有 解 
ji 
"| P (+ log 8р в) 一 A p (Фо) | 


| (2.3.19) 
其 中 P (ang) 是 Weierstrass ЖАК 
g, 一 c, + £, аз == + С. f 

由 qo 不 能 为 零 , f XE v == ERA 

到 此 ,我 们 得 出 方程 《2.3.9) 的 所 有 可 能 的 解 , 即 (2.3.16) 
一 (2.3.19)。 这 些 解 中 包括 了 Belavin-Polyakov-Schwarz- 
Tyupkin"! 的 类 粒子 解 。 他 们 的 解 要 求 在 整个 V == R' 空间 
中 没有 奇 点 ,这 只 能 够 是 (2.3.187 ,此 时 f 满足 


1 df 1 
T dr f ? 


因此 由 (2.3.8) 可 知 规范 场 ` 
К.в 一 2) 8,19, 一 849,5)» 
显然 它 适 合 
lim Кв 77 0, 
此 外 ,不 难 证 明 , 它 是 自 对 偶 的 , 即 
Кїз, == * Rosas 
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x nsus [|| Rm Risus A 28 A de Nds < оо, 
称 为 能 量 有 限 . 


$24 WER; SL(2,C) 规范 场 


设 V 是 R* 的 开 集 ， 令 SL(2,C) 为 所 有 行列 式 为 1 的 
2x2 复方 阵 所 成 的 群 。 如 e SL(2,C); 由 
del = 1 
DE | | 


% 
E log det?! = tr (a: a ) = 0, 


其 中 a^(a 一 1,2,3) 是 SL(2,C) 的 3 TEAR, 故 SL(2, 
C) 的 复 李 代数 QC) 的 基 


适合 
(Т) = tr (ro) 21) _ 一 0 (24.1) 
如 果 令 
T, = СТ@в)сл„в<л» 
则 有 


TZ, = 0. (2.42) 
DEC PFARRER ETUER, Ua KRA о By deg, 
大 写 拉 丁 指标 A,B,C, 1,2, 
SL(2,C) 型 向 量 5^ 称 为 旋 量 , 若 它 的 变换 关系 为 


E 4 
E1 = git), 


其 中 A= (aš) aI SLOC), 
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ZSL с) jte mU 是 有 如 下 灾 换 关系 


= Аул В, Ep-E,FpeF, 
T c.c б-б = T 6-6, най . "az 有 . ан 


: E ТАН, ,dg 
X ag, liee "суга Te . tos (2.4.3) 


Ë Га 是 5SL(2,C) 型 联络 , 即 要 适合 ГА = 0 及 有 变换 
关系 


FA = CQ „A —1D — „10 бей \ Өк Өх* | 
Ёз, (талада B € в Ot Ox 7 э (2.4.4) 
而 相应 的 曲率 张 量 为 
А 
= ЭГЕ BT гага -TST QAS) 


дх? Ox* 
这 里 指标 jue 一 0,1,2,3， 令 Е 

Г; = (ТЖ PEIPER Fir = CF ii Ie ape (2.4.6) 
则 (2.4.5) 可 写 为 


8 А 
Fi, = A иш Ai 十 [Г;› r,l. (2.4.7) 


设 вав 为 一 组 数 ,由 


8]; 77 —є 一 1, ell = 654 = 0 


Ше) (9 2) G9 


0 0 
定义 , 则 uus 是 (， ,) 型 张 量 . 因为 对 任 一 2x2 方 阵 = 
(a 和 有 B 


0 аер 
зет — ( % ) 


—det3f 
BB age ggah 一 det9%([ecp, 当 AESLG, C), PH det9[ 一 1 有 


= ede, (2.4.9) 
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€ pt Go) = вер, (2.4.10) 


4% 
F nik = васЕС 
ӨГ OT „в; ; 
mu c ы iss Tos 
(2.4.11) 
其 中 
Гав; = в «сГ® 
适合 
eT jp; 一 0， “~. (24.12) 
其 中 e^ 为 由 下 面 方程 来 决定 | 
` в “Вв capp = верә U I ' (2.4.13) 
故 必 定 有 | 
01 
аву = 2.4.14 
(e) (_, » . Q444) 
xe — ` 
635 = 645, 6” == e^, (2.4.15) 


引进 Pauli УВЕ of = (обв) з<л,вка 如 下 : 


= mat 


0 š. 1 


2- i 路 diui: 一 1). 649 


这 比 通常 定义 的 Pauli WS —^ i WAF, 令 


cf) = JADec46D8。 (2.4.17) 
其 中 oua 的 号 莽 为 一 2* 即 
© &7 в 


о 一 _ (2.4.18) 
0 一 1 


由 此 可 知 ， g; = (оўу сав 为 
1 1 0 1 01 
% Jg |), "T7. 路 
EE 0 —: 21. 1 0 
v 2), вз JA 14). 8415) 
f£— 2 x 2 Jü2K. (Hermite) 35 BE H BEES 20 
1 а + а? а — jg 
H = + а? 49—45 
detH 一 tiat, (2.4.20) 
其 中 a 为 实数 。 作 外 微分 式 
048 == діс, ub 0 = dxla;, (2.4.21) 
其 中 6 一 (849)... во, 
Ж %6 SL(2,C)， 作 变换 


0; 


2 
m 


6 = 9169 = dxo A, (2.4.22) 
由 于 Чо 仍然 是 厄 米 方 阵 , 必 存在 实数 Ho 
Ar W = оу, 
因此 有 
6 = driv,, (2.4.23) 
其 中 _ 
dži qui. (2.4.24; 
由 (2.4.20) 可 知 
падаз = detÜ = дег(91097) — deg = 2 йд», 
将 (2.4.24) 代 人 上 式 ,左边 可 得 


* 68 = 


КЇЙ = qe (24.25) 
这 表示 L. = (Д) Lorentz 方 阵 , 即 满足 


1 
1 
L']L = J, J= Qi) == —] e 
一 1 
由 (2.4.22 ун] g 
948 一 ada 0cP, 
此 即 
(81,82,81, 82y = (х) (01,02,01,02Y, (2.4.26) 

АЯ g1 (2.4.21) 3] 91 

e ө}! gl! gil gi dx? dx? 

g^ с? al o? o dx! dx! 

Pa = K ,” 
Ө? ga аї gil gi dx? dz? 
ө? ož o gai gi dx? dx? 


其 中 由 (2.4.19) 可 知 


1 0 0 1 
K-L |° 17, Ó (2.427) 
м2 0 1 š 0 
1 0 0 一 1 
因此 (2.4.26) 能 写 为 
dx? dx? dx 
Kj 1 |- ee : |. 
dx? dx? dx? 


注意 КК, = 7， 我 们 得 出 
L = KQGUXS)K,, deL = |deAjt=1, (2428) 
ELEKI A 区 一 工 ， 因 此 上 式 亦 可 写 为 
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- & % € SU(2), Вр 9IESLQ,C) B AR = 1, ШШ 
《2.4.27) 一 (2.4.28) 知 
` LL’ = KA XIKR(N XA Ko 
一 KAN x Rar ук, = KiKo = 1, (2429) 
即 工 是 实 正 交 < 方 阵 ， 
定理 2.4.1 ШЕН p:SL(2,C) 一 50(1,3) 定义 为 
A L = 099) Ко, 
这 是 二 对 一 的 上 映照， 映照 ?把 SLQ.C) 中 两 个 而 仅 两 个 不 
同 的 方 阵 映 为 同一 个 SoC1,3) 的 方 阵 ,但 作为 第 阵 李 群 则 是 
局 部 同 构 . ‚©. 
证 若 把 % 换 为 一 %, 由 (2.4.277) 得 知 对 应 同一 的 工 ， d 
四 不 是 群 的 同 构 ， 如 有 905,95 e€5LQ,.,C)f8 KyjQGUX9D Ky = 
К(®х®)К„, ИЖ Их 一 轨 尖 各 比较 元 素 得 知 ， 
og = 8, 
其 中 % 一 (ав )› $5 = (8% >); ой 不 能 全 为 零 ， 如 有 一 az >e, 0, 
则 ва 50, BERTA | | 
| [ав |? = leal KA | ag 一 её». 
EBA 8$, = 0,9 = с''б®, 则 由 8489 = ode = eite pip 


AD cf 一 e" 
故 有 A= (68, 
取 行 列 式 有 

N 1 = е? 
故 o = Кя; BH 

= +8, 

这 征明 (2.4.28) 把 两 个 、 且 仅 两 个 不 同 5102, C) 映 为 同一 
SO(1,3) 的 元 素 . 


为 了 证 明定 理 最 后 的 结论 ,分 几 个 步骤 


e° 20€ 


(i) I = ë z = >, Z" = I -+ Z 4 °°, 
n=0 


其 中 ZZ 是 x Xx s 复方 阵 ， 把 R” 的 原点 邻 域 一 一 地 映 为 
GL(n, C) 的 单位 元 素 的 邻 域 ， 它 的 逆 映 照 为 


z = » CU" бу — py, 


实际 上 ,显然 易 见 
| | = I, 
(Zi， ,Z5) 12=0 


其 中 Z = (Zia, kcas W = (Ys, ка. 故 当 2 充分 小 时 ， 
B] (ZZ) 充分 小 时 ,映照 W = ez 是 一 一 的 . 
若是 复数 ,|z| 充 分 小 时 有 : 


X Con (e* — 1)" 
= a d Ea 


n=1 Hl 
= s basi day Ro dp aus Hes 


5 


一 - n—l | (—1 n—i 
ALLE  _ - (V 一 -> ) 
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RI аз = ау== +++ = a, == +++ = 0, 
由 此 得 出 
CD w- =z, 


Gi) # B = 4, ARRIN n X s 方 阵 , 则 有 
detB = e, Вр detet = e". 
实际 上 ,由 
dlog detB = (BaB) = u(e^*de^), 
且 注 意 , 一 般 地 


de* = 1+ dA +> (AdA + dA ^ A) +t 


不 等 于 eA44， 但 是 e4 与 4 可 交换 , 
tt(e744^d A + А?) = ÇA eTIA"dA) = (ес tA dA), 


КН | 
tr(e Age 4) = tr(e Ae 44 AD = u(dA) = du( A), 
因此 得 出 
dÍ log deB — tr(4)] = 0, 
即 
. detB = e Cote, 
其 中 С, 为 常数 ， 取 A= 0 BF, daB = і, ШИЙ С = 0. 
Gi) 如 % € SL(2,C), 则 在 单位 方 阵 的 邻 域内 


Ф = e^; 
其 中 4 (те, ке) (° °) 
+i —g'—ig!] Ne –а/° 


这 是 由 (ii) 而 得 . 
(iv) 如 L € 50O(1,3), 则 在 单位 方 阵 的 邻 域 


1:22 * 


—1 
L= e“, K']= - JK, J = 1 
— 1 
其 中 
0 r! r? т? 
1 0 т^ 5 
K= т 7 
т? —rt 0 r5 
T? 4.5 一 zx6 0 
实际 上 ,对 任 一 L€50(1,3) 都 有 
L= = Jl], 
在 单位 的 邻 域内 可 写 L = ex, 将 其 代 人 上 式 
eK = Јек] == el KJ, 
E CG) 必须 有 一 K = J 'K']. 
QE (2.4.27) 及 Gi) 5 (iv) 有 
er = Kalet X eA)K,, 
微分 后 有 
de* == К{де4хе4-„ e^ Xde^]K,, 
H 4 一 0， 对 应 天 一 0 得 出 
dK = K(dAXI + I X dA)K,, 
ЖЫП 
0 dr! dz? dz? 
dr! 0 ат“ di? 
ат? —4т* 0 dr 
dr! —4? 一 dr6 0 
4а + 4а db db 0 
а К, dc da — 4а 0 _ db Ko 
de 0 一 da + da db 
0 dc dc —da-—da 


0 db + 4&+4с+4 
0 


|l] 4%җ--4%--4с+ Ze 
2| —;(2БЬ—45+4с—Чсу — 2;(da — da) 
2(4а + da) —(4с + de — db — db) 
—i(db —db +de- dc) Xda + da) . 
—2i(da— da) 0с + de — db — 25 
0 (2с — dc — db + db) 
—i(dc — de — db + db) 0 
比较 两 边 的 元 素 可 知 


шл — 49+ db + de + de 
2 


= da? 十 do’, 


a = CERTE HE de de — dg + dot, 
i 


di! = da + da = 240°, 


_ да — da _ 


t 


qe — deb de — db — db 


dr 


2 一 do? — do^, 
drs db — db + dede _ gg +L dos, 
2; 
ШИНЕ о 一 0 点 
0 0 2 0 0 O 
0 0 0 2 0 0 
1 0 0 0 1 0 
(dv',*-*,dv5) == (do',* do6) . 
1 0 0 0—1 0 
0—1 0 0 0 1 
9 100 01 
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上 式 右边 也 现 的 方 阵 是 非 异 的 ; 故 在 of 一 0 有 


8(z', | 
MET 
e alot, + + + 05) 16 ` 


这 证 明了 映照 中 在 单位 的 充分 小 邻 域 是 一 一 对 应 的 、 实 解析 的 ， 
BR SO(1,3) 的 单位 邻 域 , 它 的 逆 聘 照 p 也 是 实 解析 LER 
此 中 是 局 部 同 构 。 定 理 得 证 ， 
由 (2.4.22) 可 知 
dxigj? = dxio fD ada, 
将 (2.4.24) 代 人 上 式 , 比 较 dri 系数 有 


Bof = of Dafa, ЭЁ "o$ = opaz apt, (2.4.30) 


其 中 Ж 适合 (2.4.25), 即 L = (Д) Lorentz JEE, L^ = 
(її). 
现 设 季 中 有 度量 
d? = gjikdx1dxk = тарса“? (2.4.31) 
其 中 os 一 Pdi 是 伪 正 交 协 变 标 架 。 (ws) 的 号 差 为 一 2， 
[to“} 亦 称 为 Lorenz UE. 


任 与 V ile x 点 的 对 于 标 架 {ci} 的 向 量 8. 对 应 有 
БАЁ — pagiB, (2.4.32) 


2 0 
E (2.4.30 可 知 这 是 ( s jenem. ftl?’ Janem 
ga (846850 — &5б 45у, 
这 对 指标 A, B 是 反 称 的 , 必 等 于 e^ 乘 以 一 标量 1, 即 
E465 59D — pre PE AD „д 184P, (2.4.33) 


应 用 (2.4.9) 于 上 式 得 知 
2(de£)e 4? = Ав45, 
其 中 £ = (E) usa. 由 (2.4.20) 可 知 
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у {+ Pip 
det 一 det( £*g,) = P (i + ië р — p) 
— 
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我 们 得 出 1 = mxsitt。 用 (2.4.32) 代 人 (2.4.33) 得 


EnS of eano? — oj egpo4P ) = v, E*E* a, 
比较 ве» 的 系数 得 出 | 
| o abe + ai ia = nae”, (2.4.34) 
用 eps 乘 上 式 得 出 
0; mp5 + ofra = 10$. (2.4.35) 


特别 是 令 4 =D 时 有 
oota = 0b 或 者 uloa.) =t, (24.36) 
Hr STAT, О 32) PRADA, tas Җ 
p= ав, (24.37) 
注意 (2.4.32) 定义 的 旋 量 是 厄 米 的 , 即 ET = £92, е > ets 


( 。。， 状 放量 ， 由 (2.4.37) 定 义 的 向 量 P AR, завоч 


E^ 为 厄 米 的 放量 ， 更 一 般 地 ,给 与 了 中 的 对 于 Lorentz 标 架 
RU т Brya. s 阶 协 变 张 量 Тылы, HEA 


AA, BB, а 4 B A.B n n 
Toc, D,-D, = Tua tod tr opp, t * OE,» 
(2.4.38) 
r r . 
这 是 型 旋 量 ,满足 
s s 
Ay -A,B B, в ВЛА, 
Tere BB, = T рү.-.р,дү-б, 


Вла ЖЕ. "NEUE nh 所 对 应 的 厄 炒 旋 量 为 


"2028000 = ofnog, 
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据 次 序 CA,B) = (1,1),(1,2),(2,1),(2,7) 排列 成 4X4 方 
阵 有 


(ofnog) 一 KyJK, 


0 0 0 1 
0 0—1 0 0 1 0 1 
- КЕНГЕ 
0—) 0 0 —1 0 —1 9 
1 0 0 0 
= Ce) x (e), 


故 有 
qod og = e4ce8 нї aiii, = 8455. (2.4.39) 
对 于 旋 量 联络 Г, 4 
T,= Геї, (2.4.40) 
于 是 有 
F, = Fjeloet) = XI, — XT, 
+ [Dr — EST. (2.4.41) 


; Ө 
= el. — 
其 中 X= cb Z 


; Өг ; дех 
LAM j YEW _ (а) | (с) 
Ej, С Әү? elb P ji А (2.4.42) 
于 是 杨 氏 方程 
g Firu = 0, 
OF. 
Figi = 2 — F; li + DFga 
F | } Е И | (2.4.43 
Fp 1— F, 4. 
ZELUM ) 
可 写 为 
1" Fs nal 0, F yic 一 Х.Е. 一 Fori mni Е.Г, 十 LF; 
— Far F igueloethelo, (2.4.44) 
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其 中 
; f | 
ты = e Xels) + ы ее, (2.4.45) 


《参阅 $ 1.4.) | 

据 定理 1.7.1 与 2.4.1 可 知 , 给 与 SOC1,3) 型 联络 To; 应 
对 应 有 SL(2,C) 型 联络 ,但 是 按 定理 1.7.1 的 方法 构造 后 者 
的 联络 比较 复杂 ,我 们 将 另外 证 了 明 ， 

定理 24.2. 设 给 与 S0(1,3) 型 联络 T». Ий 


t-il бл 
是 SL(2,C) 型 联络 . 
证 由 
fa с 14]— {се Ө! ð k 
me 
得 知 


Fš, = ioi ohe = i| ^al od oha 
AČ à 
一 aros) ӘС) де, 
Әхі 
应 用 (2.4.30) 得 出 

Fs; = i| Mn ас 
-1D "I Coca | Өк. Ox* 
Әх“ aži 


1 _IF 一 дай _ 
-i| ca Fafgafias — aza az (eE Е a$ 


дас Ox* 
MESES 
ui Әх* Әх! 


— сора 
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Ox* 
— 8% -IG баш | Əx* 
с Ort] Әй 
由 于 
16 025 _ Ologdet(o$) .. 0, 
© x^ Ox* 
由 上 式 得 出 
_ -ır даї\ Drek 
f$ = u— E — oy ps) E > (2.4.47) 


这 证 明 r$, 是 SLQ,C) 型 联络 . 

据 上 面 的 定理 ,我 们 可 以 具体 构造 SLC2,C) 型 联络 Е 
意 给 与 V 中 的 可 微分 张 量 场 h; — hy 是 非 异 的 ， 作 相应 的 
Christoffel 符号 | 


| i r = 1 (9 + Oh _ Shu), (2.448) 


М 2 Əx! Өх* Әх" 
已 知 这 是 一 线性 联络 。 据 (1.4.117, 有 
де» ың [Rl „е 
4 = P ei? 十 b] cipe (2.4.49) 


是 0(1,3) 型 联络 。 我 们 要 求 它 是 50(1,3), 就 要 求 


Bs 一 Olog |а) + 1 8log IdetC244)] = 0. 
Әх! 2 Ox! 


(2.4.50) 
由 于 ga = mace. TE 
(дебе) = Idae?) | = [delgi 1-6, 
(2.4.50) В 
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1 det( +y) | = 0, 

Әх! det( гь) 
即 要 求 

де (Л) = Cuodet(gki)> (2.4.51) 
其 中 Co 为 常数 。 


假定 hu 满足 条 件 (2.4.51), 于 是 Bš 是 50(1,3) 联络 ， 
据 定 理 2,4.2, 有 
of 一 Весь: ^ (24,52) 


是 SLQ,C) 型 联络 ,其 中 Bi H (2.4.49) 定义 。 
§ 2.5 Yang-Mills 场 


JU (gauge) 的 名 称 是 由 Н. Weyl!” 在 1918 年 考虑 引 
力 - 电 磁 统 一 场 论 时 所 引进 的 ,他 考虑 的 是 UC) 规范 场 , 而 
U(1) 是 交换 群 。 对 非 交 换 群 的 规范 场 的 研究 是 Yang-Mills?! 
于 1954 年 始 的 ,他 们 研究 的 是 行列 式 为 1 的 2 x 2 西方 阵 所 
成 的 群 SU(2), 1956 年 Utiyama 推广 到 一 般 的 矩阵 李 群 
的 规范 场 ， 由 于 规范 场 与 联络 有 对 应 的 关系 "中, 故 可 以 定义 
一 般 李 群 的 规范 场 。 本 节 将 讨论 最 早 的 非 交 换 群 SUC) 规 
范 场 , 又 称 为 Yang-Mills 场 . 
设 了 是 Ft BRR, Г 是 50(2) 型 联络 ， 由 于 SUC) 
JE: SL(2, C) 的 李子 群 ,必须 有 
T4 = 0, (2.5.1) 
ЖК, ЯЕ SUC) 的 单位 充分 小 邻 域 中 ,能 写 9I 一 ен, 
由 于 9: = H = % —."U, [ш Н = —H, ИН ZAF JG, 
Ж. 反之， 如 果 五 是 反 厄 米 的 ， 则 A= ен REDE, Ж 
Н) 一 0, 则 а 一 1]， 以 迹 为 零 的 反 厄 米 方 阵 召 的 元 素 为 
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fd. WS 


H = 


; PO m — iñ . , 
FA £ + ір P ) = (#0, (252) 
2 m 


其 中 o(a = 1,2,3) 是 (2.4.19) 定 义 的 Pauli Jj Pg, AWAJ 
希腊 字母 指标 æft == 1,2,3, 由 此 可 知 
ex| [685 1 ... 
| p ME | (1 +H+ TN 
1 n ... = ƏH = у 
+ EG 十 Jl. FIM Fa 
这 表示 de, 是 SU(2) 的 李 代数 :w(2) 的 自然 基 。 io. ЖЫ 
米 方 阵 ， 因 此 必须 有 __ 
гї = Ti. (2.5.3) 


< 
w^? = jg, 或 са = iz,dz°, (2.5.4) 
其 中 w = Co 49 uasa EEX. 
对 任 一 є 5002), (Е 


必 = Wol, (2.5.5) 
各 仍然 是 迹 为 0 的 反 厄 米 的 方 阵 , 因 此 上 式 可 写 为 G = ic, die 
iz, di" = ifo Ñ de", (2.5.6) 

反 厄 米 方 阵 ArcA 同样 可 写 为 (e, 的 线性 组 合 , 设 为 
As, W = Chos, (2.5.7) 
以 之 代入 (2.5.6), 由 于 o, 是 线性 独立 的 ,比较 o, 的 系数 得 
d? = Сай", (2.5.8) 


另 一 方面 ,由 (2.5.5) 知 de = dete, ДЕ БЇ 

4?°41° = didt”, 
因此 (2.5.8) 是 正 交 变 换 , 即 C = (Св) SE 3 X 3 实 正 交 方 阵 。 
如 令 中 一 《wf)， 则 (2.5.7) 可 写 为 _ 

chof = о©?ндиъ, (2.5.9) 
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S (35.5) Bil 
548 = "d 


Н ч(2) = 0, 即 o? = —6!, 我 们 可 把 上 式 写 为 矩阵 形 


式 
DI) ранг /oa 
加 一 É — ui uui I 加 
e иш! — uu! ишу иди! co?! 
w 
== roof} 
c 
HRP 
0 0 1 dfi 0 0 1 dt! 
( —i ) Get —{ ) [e 
1 ; 0 d? 1 £ 0 dej. 
用 (2.5.8) 代 入 上 式 可 得 出 7 
C = KW (QDK,, (2.5.10) 
其 中 | 


‚0 0 1 
K, 一 1 —{ 0 " 
(«M i 0 


uiui — wii uu wut 
v D 一 == кий ид. a (2.5.11) 
wui — ul wii иш 
这 里 P(A) 是 一 个 SUC2) 的 表示 ， 即 
` P (3089) = PAWB), 91, Be SU (2), (2.5.12) 
(2.5.10) 是 把 SUC2) Bi À. SO(3) BS] ds, TRE Б —Q I pk 
为 同一 的 正 交 方 阵 。 但 可 如 定理 2.4.1 一 样 证 朋 这 是 矩阵 李 
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群 的 局 部 同 询 ， 
给 与 SOG) 型 联络 I 和， 可 以 如 $2.4 一 样 证 明 


Г = > Газова (25.13) 
是 SU(2) 型 联络 ， 有 时 我 们 写 
T; = (T 3i)ice,s<a5 (2.5.14) 
它 满足 
| Гу = T; | (2.5.15) 
规范 场 | 
Fir 一 x 一 A + [T Tx] (2.5.16) 
而 Yang-Mills 方程 为 
gF =N (2.5.17) 
我 们 取 g* 一 m4， 号 差 为 一 2， ЖЕН | 
Г; = qj$; (2.5.18) 
其 中 oj = фб) 是 可 微分 函数 ， | 
0 a b 
5 = - a 0 j (2.5.19) 
—b 一 C 0 | 


是 实 的 反对 称 常数 方 阵 , 则 (2.5.16),《2.5.17) 化 为 


8 до; Өө; Өф 
(29 —_ IPL\s= 4; = 99;  OPk 
Ë ( z 90) Ја Та = SEL — PE, 


Ofj, 
Ека 一 1“ х! 5 = 0, 


in S 不 为 0, 则 f 满足 普通 的 Maxwell 方程 


1'* Әј. = 0, (2.5.20) 
Ox 


在 8$2.2， 我 们 知道 有 静态 球 对 称 解 
t 83 ° 


Фо = Pl = 0 qc JE хан _ 
0 l ° yà [u + Gy 十 + Сур’ 
х! x'da 
Pa = -中 [а2 + (OY Cx pP? hi = 9, (2521) 


x? 
fag 一 Ев; = 


KER- (Wu-Yang*) 解 . 改 吴 - 杨 解 是 磁 单 极 解 ， 

实际 上 , 我 们 证 明了 任 与 常数 的 3X3 实 反 称 方 阵 S, 3 
v; 是 电磁 势 时 ,由 (2.5.18) 定义 的 SUC) 规范 势 T; = v;s 
满足 Yang-Mills 方程 。 因此 , 凡是 Mawd! 方程 的 解 , 相 应 
有 Yang-Mills 方程 的 解 , 故 可 以 构造 许多 Yang-Mills 方程 的 
B. 

值得 注意 的 是 , 上 面 的 方法 不 但 对 SUC2) 规范 场 可 用 ， 
而 且 对 于 一 般 的 第 阵 李 群 G 的 规范 场 亦 可 用 。 因 为 (1.3.9) 可 
写 为 


or Or 
Fac cy Br f eT 


其 中 
Fi = (FBipiso ges? T; = (Th)tea pen, 
我 们 取 
T; = po Ts 
T, 是 李 代 数 的 自然 基 , 其 中 o^ 为 常数 ,不 全 为 零 ， Wi 是 
可 微分 函数 ， 则 杨 氏 方程 《1.3.9) 亦 即 
g^Fji == 0 
化 为 
gf = 0, fa == (22 — дег), 
特别 是 , 当 gg 时 ， 任 一 规范 群 为 G 的 规范 场 , 都 有 磁 
ARH. 
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第 三 章 ds Hn 


531 向 用 张 量 的 旋 量 形 式 


UE к 的 开 集 ,有 度量 
ds? = g; dxidx* = nawo, (3.1.1) 
其 中 Go) 的 号 差 为 一 2, 而 wr = ePdxi 是 伪 正 交 协 标 架 ， 由 
于 Christoffel est) 定义 了 一 线性 联络 ， 气 (14.11) 与 


(1.4.12) 


Det Get» ef? | і l4 (a) 
Du 一 Dat + ik ewei (31.2) 


定义 了 SO(1,3) 的 联络 ， 而 
га = 0198 lde ets], uris. o, (3.1.3) 
x 


Ox* 2 
因为 |detCei) |? = 1det(g*)] = Jel; 此 外 ， 由 тад = 0 
可 知 
UP ax 十 Nacl ik = D, (3.1.4) 
据 定理 2.4.2 可 知 
гё = — Ttf obs (3.1.5) 
是 SLQ2,C) 型 联络 ， 它 满足 于 


Tá = 0 K 8 ¿cT $j = eacT f, (3.1.6) 
实际 上 ,由 (3.1.5) 可 知 
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р 1 а. DH 
g 4cT $; 一 g l'image О вй» 


而 (3.1.6) 的 第 二 式 可 由 (3.1.4) 推 得 。 此 外 还 有 
Є дв,ј 一 0, (3.1.7) 
这 是 因为 据 (3.1.6) 


Oa др 
了 


C c 
8 45,j 77 8 一 ecsT zi — 8 4cD Bj = 0, 
x 


为 方便 起 见 ， 令 


1 
Г; = n. Tis, T аву == васГ = Taricha, (3.1.8) 


于 是 (3.1.4) 和 (3.1.6) 便 可 写 为 
Tasi Гь = 0, Pas; oa (3.1.9) 
现在 我 们 首先 来 证 明 旋 量 运 算 中 十 分 有 用 的 定理 。 
定理 3.1.1 设 F as ECKER, B 


Е „вр == Есдрӯ» 


EWE 
Е давт = — F anao 
则 有 | 
Е 4055 = Фувврв + € asop 
其 中 


Ф лв = Ppa = = Е £u, Фар = Фор. 


证 首先 证 明 对 任 一 旋 量 Е ass 
Е acep -一 Fezan = easF op, (3.1.10) 
实际 上 , 当 4 = B 时 ， 上 式 显然 成 立 ; 当 A= 1,B = 2 时 
Ер — Ер = в F prp = Fess, 
这 证 明了 (3.1.10》。 
现在 据 假 定 


e $7 oœ 


Е давр = no 一 F sn 42) 


(3.1.11) 


= = CF „евр 一 F sr 45) 十 nu 一 Fenat) 
1 1 
= > aF "asp Heen F z » 
由 于 
1 рр 1 ер 
Фр = — Е вар == ——в° F súa 
ВА 2 B: AD 2 BUA 
1 
= — aP? F psc = Osa 
2 
及 


1 1 1 一 Br oo x 
Pes = 2 Fšsp = > ee F gord = > «Е? Fegpr = Фер, 


用 上 式 代入 (1.3.11) 便 证 明了 定理 . 
定理 3.1.2 
SETA + 8йГЁ, = Го {Эсер 
证 把 上 式 指标 降低 ， 有 
вгрГ asi 十 вавГср} = Tapio 400 D, 
要 证 明 上 式 ， 令 
Е 4espj = Г,,04с0вр » 
18(3.1.9), £ 
Fypac; = — F дові. 
对 每 一 国定 的 7 应 用 定理 3.1.1 得 知 
F 4àspj = ezp? дві + вав ®ср{э 


其 中 


1 1 aD 
Ф.з; 一 > Кени = 一 7.104 сър 一 Г 45j5 
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(3.1.12) 


(3.113) 


这 里 应 用 了 (3.1.8), 定 理 得 证 . 
用 os” 乘 (3.1.12) 得 出 
aTh + о TÉ 
= Pio? airos == Гис» 
这 里 应 用 了 (2.4.36). H (2.4.30) 可 知 
otf = lj adeo, 


BU of! 是 一 张 量 , 它 的 协 变 微分 为 


od = Dot! — offTS + Та + ФТ, 
x 


这 证 明了 
028 = 0. (3.1.14) 
黎 曼 曲率 张 量 所 对 应 的 放量 为 
R aksFcapa == Rapeao rorocsob з (3.1.15) 
据 (1.3.12) 可 知 
К agspcapa 一 — R sn ,gcëpn 


== — Клйвррисё = FRcopnaksrs 
因此 应 用 定理 3.1.1 两 次 可 得 
К.хйврспри = Хавсоввреся + 8 4s6cp Хевсн 
+ ФиванёспбЕР + Prres easesns (3.1.16) 
其 中 


1 1 
X Ancp == 4 R вёс? р?» Parta 一 TRE BE ECA (3.1.17) 


满足 


X авср 一 Хваср 一 Хаврс 一 Xcpans 
PABEP T ФвдЕР T Panti = ЭРГИ (3.1.18) 
Кіса 张 量 的 旋 量 形式 为 
Кьғря = n” Кшьеа®ЫРО bAs 
由 (2.4.36) 得 知 
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1“ = a ^ a a sot э 


因此 有 


Ёврон = в 466 FOR ABSFCGDR 


— E 
= Хӧсрвра + ХЁЕкнбвр — 2 Фвррн. 


由 于 
Xgcp = e^ X 4scp == eXecpas 一 — Xics» 
即 对 指标 8B 与 D 是 反 称 的 ;因此 有 
Хёср = X C, o8 BD. 


利用 (1.3.13) 可 以 证 明 2 = 24% AX RA 
Кьрря = Авврвря 一 29spfFH. (3.1.20) 
同 理 ，Weyl 张 量 的 旋 量 形式 为 
C ,sspcepa = С аьса0чвСътОСсСЪА 


= Ш (всревғеся + Ф „вгяєсовар 


+ Феғсрв авеся + WEFGH 8 авесрэ (3.1.21) 


其 中 


满足 
U авср 一 F saco 一 U аврс = V pears 
Ф asan = Üs45n = Ф авнс == Docuas. (3.1.23) 
而 Wel 张 量 的 并 缩 的 放量 
Сврон = 1С y beban 一 6 4CaËŠC gpFcEDH 
一 UV f$cpern + VAgHOBD 一 20,prn 
= BS8gpGPHR — 20, prn; = = V 4^ c. 
但 据 (1.3.31) 可 知 上 式 为 零 , 改 得 


B8np6FH 一 2Фвюрн, 
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但 上 式 左边 对 指标 В.р 是 对 称 的 ,右边 是 反 称 的 ,必须 
u= 0 及 Фьрря = 0, 
由 (3.1.23) 可 知 
Y asco” = Y рсвдв 
即 对 指标 4,D 反 称 ,因此 有 
V ,scpe"^ 一 pe ap = 0, 
这 证 明了 Parco 对 指标 B.C 是 对 称 的 ,因而 对 所 有 指标 骨 
是 对 称 的 , 综 上 所 证 ,有 
定理 3.1.3 Weyl 省 量 可 写 为 


C д#в?сёрӣ == Ч ,scpegseag 十 V erca 8 явбсрэ (3.1.24) 


ВС 一 — © ppc 469^, 


其 中 

VU авсо 一 сд :ECF рр» (3.1.25) 
对 所 有 指标 4,B,C,D 是 对 称 的 . 
令 


8 4,5, A.B. AB, A B, T Gao e B OZB TEBO, (3.1.26) 
这 旋 量 的 指标 组 (4181),(428,),(A43B3),(A44B4) AWHA 
相同 为 0 , 任 两 组 交换 差 一 货号 ,而 旋 量 
8 4, 458 я, 4,6 Bi BOB By — 84,4, 4,4,68,8,68,0,з (3.1.27) 
可 以 利 恒等式 edseco 十 edcepa 十 &Ap6sc = 0 证 明 亦 有 此 性 
质 , 因 此 这 两 旋 最 差 一 因子 ， 由 于 
or oh ол os 


1 
or Ci ch O5 


em gh oh oh oh 
of оъ от Oh 
1 0 0 1 
„о 11 051 _, 
0 i —i 0 4 > 
1 0 0 —1 
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6128118118 一 61261261163 一 —1, 


因此 有 


€. B. А,Б, 4,8,4, 
一 — i( e 4, 4,8 4, 4,88, B GB,8, 一 & 4, 4,8 4, 4,58,3,52,12,). 


(3.1.28) 
W F, 一 —F,, 是 反 称 张 量 , 据 定理 3.1.3 有 
F aps 一 Еңойго%р = Ф аввар 十 Pcpeas. (3.1.29) 
в 
1 


* = — 248, 9 81 
Е 5,48, mmi 2 САРРА #404 В, TA, 


1 PENA 
= DAB dha F 51114 


š 
== 723 (в.а,4,6л,я,92,8,68,8, 一 8 4, 44€ 4, A 88.B,SB,B, ) 


C,4,4,04 A ,D,B, ,D,B = 
X gd436444246 3 3G PaPe DD. 


一 — (0896216382 — 0061287: 


x (Фе ceps, + Фо,ь, Ec) 


£ 一 一 -一 一 
= 2 (Ф, 4,65,5, 一 D485,3, 十 Os 5.8 4,4, 


一 Фу» 5,8 1,4) 
= i(D, Len, 一 [PAP 
因此 若 写 
Ева, = Ф евр, + 016a, (3.1.30) 
则 有 
Фіз = ids, (3.1.31) 
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令 
F acen: кє = F aap: stn = F адв, саз 
= sersan + [X дв» 
32(3.1.14) E (3.1.19) 8T AI 
n” Fasa = ee" F давр gp 
= e?e F (O ь,кредБ + [nr 
一 一 — Or. 
同 理 
n Fiott 一 — Фе — PEF 
= —+4(Ф к 一 Фе ка)» 
因此 ，Maxwel 方程 
n” Fase m0, Ед, == 0 
化 为 
єЗЕф Logo == 0, (3.1.32) 
这 就 是 旋 量 形式 的 Maxweli 方程 . 
有 兴趣 的 是 , (3.1.5) 定义 了 一 个 SLG,C5 型 联络 ， 由 
(2.4.7) 可 定义 曲率 张 量 


, _ Ərz, _ Ər4, 
Fr gr эд Той — PZ, бу» (3.1.33) 
化 为 放量 的 形式 便 是 
F iscgpp 一 € c F Si yel ey tao br. (3.1.34) 


此 旋 量 与 黎 曼 曲率 张 量 对 应 的 旋 量 (3.1.15) 有 何 关系 ? 我 们 
有 

定理 3.1.4 

F „вс#рр 一 Хавсоват 十 QassP8cps 

其 中 Xico 与 Ф ABEF 可 由 (3.1.17) 定 义 ， 

Ш 任 与 旋 量 £^ RIJA Rica 恒等式 (1.3.7): 

£a — : ki 一 — ЕЕ, 
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于 是 — _ _ 4 | 
CEEP) i — СЕЕ), 一 — EE" F ёд — AEC Fiir. 
另 一 方面 ,存在 实 的 向 量 Pe 使 得 БАЕВ 一 Fo, 于 是 
CETE) к — (EAP), ] = o2 (E — Ёш) 
- —E Rig, 
其 中 _ 
E = Е4 ов, 
A  _ B 
(ECEPF fj, + ЕЕЕ) = ЕРЕ КӘ: э 
化 为 省 量 的 形式 即 为 
ECE? F pea + AFC Еров = ЁС EE Rb oras. 
jg А,В 指标 降低 并 用 (3.1. 1.16), 有 
ECESF дсртеб + £ 45^ ЕСЕ серо 一 ЕСЕНЕ 4gcnprxa 
一 ECE" (X cpaesnara 十 QacrG6pE8SH 
+ Хвиғсвасврв 十 QaHDE6 acera)» 
两 边 乘 以 e" 便 得 


1 ， 一 _— 
> (#CE,F „соё кв 十 £ ES F sa? рсв ) 


一 EC EsXacps 十 a E" ppnDEs 
或 者 


1 — 
|(хусов 一 > F ¿co ==)esn + (вонот 
— E Fana )eac | х Е = 

2 a 


对 任意 之 E, Bh. 有 


1 
esa Хасов mir Рас) + [ma 
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注意 Ficosa 对 招标 4,C 可 由 (3.1.34), (3.1.33), (3.1, 
JERE RAY NIEJE s4c 便 得 出 


1 
Фвнрӣа == > F BH DGR. 


HRA 

Хасрв = 一 F ср? xg, 
2 

但 根据 定理 3.1.1 

1 1 
F 4cpigg == 2 F sco” sgean + 2 Е ,c ok ne pss 
这 证 明了 定理 . 
令 
Dari = васГ9;, l'ascn = D ico, (3.1.35) 


由 此 可 知 , (3.1.33) 可 写 为 


F arcot == — X pr 4pcg + Xea! азрр + T acere” T ugpp 
А ‚ Oek 
— Г „срв "T ugcg 一 Г ask (s 20 一 ei Pei ye OC DP ， 
Әх? Өх 
(3.1.36) 
其 中 
-ra 2Ї д 
X ар = cisela —, (3.1.37) 
Ох! 
由 《3.1.2) 可 知 
x Өе Oe де{, j " А 
Әх = 一 et EX 一 elo (T'fke to 一 Det); 


PR SEA CORO РЇ дву 得 出 
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Ган («84 一 ey cto ot обур 


= Г ssictyo go a” (ге — Г“ ;е1ь otio be 
= Г „ворї (Cri n + $T g; )elsota 
— (Sf T$; 十 86ГЁ Delo] 


HO 
= I pcpT cs — Г авсв Gpr + T seoa! rre 


— T ascnT EFD » (3.1.38) 
以 之 代入 (3.1.36) 得 到 
F „всврт = — X pl вс + X cal двр? 十 T лссвв НГ uant 


— Г acpse" T geci + T agcge THcp? 一 Г act 6" T ырсв 
T Td Гсвғр m T aspas "T cesa, (3.1.39) 
农用 定理 34.4 于 上 式 左 边 有 
— X pr авс 十 X cal авр? 
= —T accra” T ugor + T acora” T ascet — T asore F uco 
+ T arcore T upc? — T Asc e PT cern . 
十 Tarpas рес 十 交 4pcpeaz 十 PABEFECD, (3.1.40) 
据 Bianchi 恒等式 (2.1.18 ) 
зз) == 0 
可 写 为 旋 量 的 形式 ， 即 
рге) REppcsDA,y = 0 (3.1.41) 
其 中 ( Dua C Oueloota. 应 用 (3.1.30) Ж (3.1.31), 1Д 
А,Е,В,Е 为 固定 ， 则 有 
R igspcapn 一 i(X,scpesrezg 一 Хкрєнбдвёср 
一 ФАвёйЄсрёйР + PEFcDeApeda)» 
以 之 代入 G. 1.41) 得 知 


一 ePIXAacpiI36 了 8 + в”7Хкнєн,с]бАв 


十 е#7лвей,суєвт — eDrpzrzprEe4p == 0。 
用 es 于 ERIH Bianchi 恒等式 的 旋 量 形式 


в?! ancona = P paac. (3.1.42) 
$32 Wel! 旋 量 的 分 类 


由 上 节 定 理 3.1.3 可 知 ，Weyl 张 量 的 旋 量 形式 是 由 旋 
E Fisco 所 决定 的 , 后 者 对 所 有 指标 是 对 称 的 。 分 类 Weyl 
KE Coe 即 选 取 适 当 的 伪 正 交 标 架 使 之 化 为 标准 的 形式 ， 
这 相当 于 对 应 的 Weyl EEE SL(2,C) 的 变换 化 为 标准 
型 。 由 此 可 知 , 可 以 把 旋 量 Vasco 在 SLQ2,.C) 下 的 分 类 作 
为 Weyl 旋 量 的 分 类 。 然后 把 Pasc 排列 成 适当 方 阵 ,看 每 
一 类 方 阵 的 Jordan 标准 型 是 什么 。 | 
€ ZA《4 = 1,2) 是 两 个 复 的 变量 ,而 令 
g(Z1,Z25 一 下 AscpZ4Z2ZCZP (3.2.1) 
为 4 次 齐 次 多 项 式 . 5 
== 21/2°, 
则 
p = (ZC Eint + A aur + 6U use 
十 405 + Y) 
= AC + a) + a) a a), (3.2.2) 
其 中 а,,а,,аз,›а, 是 上 面 4 次 多 项 式 的 4 个 根 ， 包 括 无 穷 大 
B. 5X 
ay = aj/01, аз = 6,1615 аз = Yi/Ti, a4 = 8/01, (3.2.3) 
则 | 
Ф = AA A pZ? 
= до‹лЁвїсдь›)й47252°7°, (3.2.4) 
其 中 
Qabe ed == 二 《capsyc6o + «хбвТ рдс + *** 
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十 аьЁсҮ вд)» (3.2.5) 


即 对 cspaycsn 的 指标 作 所 有 可 能 的 排列 然后 相 加 除 以 24. 
注意 Z14:ady6474)84 Й) 0Z^,31045 iB азу 45448, 
并 不 影响 (3.2.2) 的 根 , 只 要 р, А1,4.,Аз,А FAF, 因此 ,每 
一 个 根 , 例如 a, 可 看 作 是 包括 无 穷 大 点 的 复 平 面 上 的 一 点 、 
而 «„ 可 看 作 是 此 点 的 齐 次 坐标 。 由 此 可 知 , 每 一 旋 量 V aoc 
对 应 有 闭 复 平面 上 的 4 点 ,其 齐 次 坐标 分 别 为 a4 B aY 1,04. 
根据 此 4 点 的 位 置 ,自然 地 得 到 Weyl 旋 量 的 分 类 ， 

178. 4 点 彼此 不 同 ,用 符号 [11111 表示 。 

II 型 : 有 而 只 有 两 点 重合 ,用 [211] 表示 . 

HI 型 : 有 三 点 重合 但 不 等 于 其 它 一 点 ,用 1311 表示 。 

DD 型 :两 点 两 点 重合 但 彼此 不 等 ,用 [22] #7, 

NJ. 4 点 重合 ,用 [4] 表 示 . 

ОЯ. „е = 0,HHL— RR. 
此 4 点 重合 的 可 能 的 过 程 可 用 下 面 的 图 形 来 表示 ,， 称 为 


Penrosc5 [£]. 


[1111] I 
PL" "2 

[211] — [22] H—D (3.2.6) 
a — | и L} 
[31] 一 > [4] [—] II^ N-0O 


Perov”! 最 初 是 分 类 真空 引力 场 ( 即 R; 一 0) КЕ hi 
率 张 量 ， 此 时 据 定 理 2.1.3. Caa 一 Resa， 因此 我 们 不 如 分 
类 Weyl JKE, Petrov 的 分 类 是 把 Cw。 排列 成 6X6 方 阵 ， 
而 以 SO(1,3) 的 变换 下 分 类 再 化 之 为 ”Jordan 标准 型 。 为 了 
说 明 两 种 分 类 的 关系 , 我 们 把 V asco IOVI HER ЕЯ, Up 
一 gFAg PU op, TS 6 SL(2,C) 的 变换 下 ， 3X3 方 阵 
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Vu Uu Uu 
Uy U 5 U 1222 (3.2.7) 


Uu Uu U 2722 
的 分 类 . 


首先 注意 ， 作 A= (ай)є SLQ,C) 的 变换 时 ， 
25 一 айа” ой 
一 ala Yy ae ан + Caja? 十 ada! UE, о а ad 
十 aior Yu ЕР ab 
= а rl ek ab + Сар ab + aab) 
+ үи, а af y] 十 Cete: + ajo: LOSS аар 
VHC ol ab + ol ab) + Шр Eolo] 
+ рне ol al, + U2( ak ой, 十 ай ah) 
+ Zaad], 
写 为 矩阵 的 形式 即 


1 1 |a Ll T m 11 
C0 оле; Qu; yu Шу л» 
= | 20102 ala; + ойо? 2010? 201 2083 2119 
2 2 2,2 1 22 22 
JU 010 одой Шү UV тй 
—1 -1 —1 -1 -l —1 
с! д! al al ao, 
-1-1 -1-1 -1 -1 -1-1 
X|2al ala + olo] 2olol (3.2.8) 
-171 -1 —1 -1 —1 
ой ой ai ой ойо] 


4 S0(3,C) 为 3X3 复方 阵 并 且 行 列 式 为 1 的 方 阵 所 成 
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的 群 。 我 们 首先 证 明 
定理 3.2.1 $ 


1.1 1.1 1.1 

05,05, 6,0» a 
ФС) = | Zalai oo + адап 20008 |, 
32 2 2 2 3 J 

OU, O0 a0 


A == (a4) € SL(2,C) 
m BRs:SL(2,C) — GL(3,C) 是 一 同 态 ,此 外 ， zn OD 
一 Kir'R ANK,, 其 中 


1 一 不 0 
K=| o 0 一 : | (з.2.9) 
—1 — 0 
则 к :51,(2,Су-> SOG,C) АА. 

证 令 $ 是 2x2 对 称 复方 阵 , 它 可 写 为 
EET 一 此 
Ф = ( —gp —p—im 


Жү ^,^,^ ЖИ. 5 ф = APAW ,9 є SL(2,C), 写 
~t 222 — 53 
ф = ( t — t t )， 


-p -PiP 
则 F(a = 1,2,3) 可 写 为 r 的 线性 组 合 , 设 为 
Po aM, (32.10) 
由 于 de = de®, WEN 
FE = ff, 
故 (3.2.10 ) 是 复 正 交 变换 。 如 令 A= (а), Н 
АА = I. 


把 变换 Ф = 909 排列 成 向 量变 换 的 形式 有 


z — P ala! alai aiat п — i 
—2P = | 20101 опо! + ejm? 20до? —2p |, 
й — ið айа aia? da? 一 太一 if 


SERI 


„100 


gig n — і 
—2 |= Z @ D| —2 | (3211) 
一 基 一 ; п — йд 


如 再 作 变 换 @ = 805,86 SL(2,C) A 
Ф = BCAPW JB = (BWEBA), 

此 即 

(W — ;2,—2P,—2 — РУ = RDC — in, 

—2p,—1 — ip) = RB) (И — iP, 2р, А — iPy 

== RB) ANP — it, — 2Ps — i — И”), 
上 式 即 

(BA KI, P, у 一 Zg,(8) 22 QUK, P, Py, 
X ERES C. P8) ,因此 有 
£g (99D) K. = RB RA Kis 

故 有 0,0900) = 2,098) 22.09), BD a2,:5L(2,0) GLO, 
C) 是 一 同 态 。 ЖЖ, ч 中 一 0 时 显然 易 见 det(A) 一 
(der, JH {ЕЕ B 使 wu 的 第 2 行 第 1 列 元 素 为 零 ， 
因此 der; (90) 一 det, (8918-1) = de (CHAB), XEBA 
дес; С) = 1, 

由 (3.2.11) 可 知 

(FB) = KIR WRK CP, EY 
= Br QDO PPY. 

据 (3.2.10), Фк CT) = A = (ab) 是 复 正 交 方 阵 ， й Sx: 
SL(2, C)—> SOG, C) 是 一 同 态 。 如 定理 2.4.1 一 样 可 证 其 
为 局 部 同 构 ， 定 理 得 证 


据 此 定理 ,(3.2.8) 可 写 为 
@ = WY 2 (D, (3.2.12) 
由 (3.2.1) 与 (3.2.4) 可 知 
V asco == к(4#в7сбруз (3.2.13) 


* 101 ° 


Erh к >= 0, ХЕ V asco = 0, 此 即 属于 [~] 型 情形 。 КЖ 
[一] 型 外 ,我 们 可 假定 к >= 0, 

熟知 , 闭 复 平面 上 任 三 个 不 同 的 点 ,可 以 经 分 式 线 性 变换 
把 它们 分 别 回 为 1 ，0 ,co 点。 

[1111] 型 情形 。 不 妨 假 定 (84) = (В\.В;) = (1,12, (r4) 
= (1,05,(24) 一 《0,1), 于 是 由 (3.2.4) 可 知 

p = x(e,Z! + x,Z2)( Z: + Z2)Z1Z2, 

Bp 

Fin = 0,4 up = кол,6 15; == ela + o); 


АШ 55 = kos F nn == 0, 


根据 (3.2.7) 有 
ол 十 c Ca 0 
6 4 
—" to __ 9 
g = < 2 3 2 | (3.2.14) 
0 id! @ T @ 
6 
令 
a = 6, р = a6, 
有 
3 
1 十 一 0 
ё 2 # 
Ф = к| —3 —2(1+д) —3д 
3 
0 — 1 十 
2 ы 
H: 


1 А “ 
P—-j1 1 ñ (3.2.15) 
1 0 一 下 


k(1 — 2а) 0 0 
РШ = | 0 к(в— 2) 0 Р, 


0 0 к(и + 1) 
ЖЕП Ф у Jordan 标准 型 
к(1— 2и) 0 0 
РЕР-! == | 0 klu — 2) 0 | 
0 0 к(а + 1) 


(3.2.16) 
[211] WW. W (a4) = (0, 6), RITE (3.2.14) 中 令 
æ = 0,0; = 6, TE 


1 — o 
2 
y = 3.2.17 
“o 2 з C ) 
0 0 1 
取 
0 一 2 —272 
2 1 1 
Р = ax  3& x Í (3.2.18) 
0 0 1 
显而易见 
一 25 0 0 
-| 0 к 1 |Р, 
0 0 K 
Вр £j Jordan 标准 型 
—2к 0 O 
PYP = 0 x 1j. (3.2.19) 
0 0 к 


[22] 型 情形 . 
ф == к(а.2 NPER, 可 设 (e,) = (1,0), (8,) = 
《0,1) ,于 是 


к 00 010. /—2коо\ /0 1 0 
| ШЕ 
0 0x ‚001 00 к/ \001 
(3.2.20) 
HEBRE Æ Jordan 标准 型 
010 0107 —2к0 0 
ШШ) -| n (3.2.21) 
001/ 001 00r 
[31] 型 情形 . 
ф = &Ca,Z ^y(B,Z?), 可 取 (æa) = (0,1), (84) 一 
(1,0), Р 


1 0 0 
0 к 0 0 d 0 
=|0 0 一 25| 一 K 
0 0 0 —1 
0 0 2⁄2 


010\/1 0 0 
х|0о01 0 x 0 |, (3.2.22) 
000/310 0 —2⁄2 


1 0 0 
1 0 0 o 1 0 010 
ок о wv 5 =|00 1}, (3.223) 
0 0 —2⁄2 —1 000 
0 LL Н 
202 


[4] 型 情形 , 
p= &(a 42^), Caa) = (0,1) 


0 0 K 
和 一 |0 6 0j, (3.2.24) 
0 0 0 
jorian 标准 型 为 
0 1 0 
1 OF 0 000 f 
y 0 0ш 100|-5(001]. (3.2.25) 
001 000 
9 0 1 


Petrov 最 初 的 分 类 最 后 是 按 下 的 Jordan 标准 型 分 类 的 。 
[LU 与 [22] 及 [一 ] 告 有 对 角形 的 Jordan 标准 型 ,后 继 者 是 
前 者 的 晓 化 型 ,通称 为 I 型 。[211] 与 [4] 型 亦 通称 之 为 下 型 ， 
后 者 是 前 者 的 赔 化 型 ,余下 [31] 型 是 II TOI, Вр 


I 型 ( 非 晓 化 的 ) 
о # (D 型 的 娆 化 型 )。 
J ЕЙ, 
NÆ ( Жу (ЕЯ). 
Ing, | 
к(и ~ 2) 0 0 
| 0 «(1 — 2и) 0 | 
0 0 к(1+ u) 
P4 
—2к 0 0 —2k 0 0 
| 0 к :| — | 0 к : 
0 ок соо к 
£ 4 £ + 
0 10 0 0 ооо 
[ 0 J| 0 } — [ 0 ] 
0 00 0 00 0 0 O 
пш H #7 I 型 
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综 上 所 证 ,我们 有 
定理 3.2.2 Weyl WE Yaco 所 排 成 的 方 阵 т.ж 
Un Ui W 
a 209 2012 2 
yu шэ pz | 
经 过 适当 的 SL(2,C) 变换 化 可 为 下 面 的 标准 型 之 一 : 


l+ а " | 0 
I 型 更 一 上 | 一 3 —2(1 +a) —3д 
0 一 lctu 
1 00 
рх -| 一 2 
0 01, 
1 — о 
2 
H Ú zi 2 —3 | 
0 0 1 
0 0 1 
N 型 zz 0 J 
| 0 0 0 
01 0 
m 4) 
оо о 
ооо 
ож {= [ 0 | 
о 0 0, 
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它们 分 别 有 如 下 的 Jordan 标准 型 


к(1— 2а) 0 0 
I 型 | 0 к^(и — 2) 0 | 
0 0 к(и + 1) 
—2к0 0 
р | OF J 
00x 
—2x0 0 
型 | 0 x | 
~ 00x 
0 0 0 
N 型 [ 0 :| 
0 0 0 
0 1 O 
II 型 С 0 | 
0 0 0/ 
ооо 
OO 型 [ 0 o} 
0 0 0 


$3.3 Weyl 张 量 的 分 类 


$3.1 已 得 出 Weyl 旋 量 的 表示 式 
C аввтсёрн 一 6iF 人 4acp6EB 十 вав pss 8cp» 
| (3.3.1) 
ЖН, а A.E.B.F 固定 而 利用 (3.1.30) 与 
《3.1.31) 式 得 出 
C'asrcapn = ier авсрвгн — &лвкксн ср). (3.3.2) 
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由 上 两 式 可 知 


C лзтсврп — i Сіяврсора = 2U 4ncpegrean. 


引进 复 的 Weyl КЕ 


| аж 
C abed == Сыа — 1 Саса 


A 
= 2U авсреврвгнс ОР ot o? E 


把 指标 a,b E.A 


ë „DA 
qu 2U 48 opat e GAT БОРО бо 


= 20% P epoi?» 
Ь — a. V n 
o, == o*gel ohp oC] = of" eagol". 


— в} = b 
o^ = (05) 1«.5B« = 060°, 


Co 一 (o5) i«COD« 一 8,60. 


12(2.4.16).55 (2.4.19) 


=L fl °), ш 
о (о a) 
"= 1( 0 =y, са 
2—1 0 
1 —1 0 
Сод y 0 —i On 
ix „җит. 因此 (3.3.47 可 写 为 
V 
«us 2(08,08,08)| 2U1 
\ шй 


把 它 排列 成 为 方 阵 
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‚к 
E 
| 


1 


= I— 


2 


E 
408 
20% 


1 


0 —1 


0 a) 


—1 


v 
ay 
LET 


) 
) 


11 
Tod 


n 
Сәа 


1 
04 


(3.3.3) 


(3.3.4) 


(3.3.5) 


(3.3.6) 


(3.3.7) 


Ф EE @ | = 2| st ой os 
EE d о oh on 
2 н OU [ou co оз 


1 DI 0L Ol 
| g € FE duu ON 022 


2 12 12 12 2 „12 
qu 401 297 Со 


Gg ©з 


4288 TË) V cud 


1 0 一 ! уп др wu 
i 0 | [2w 498 208 


0—1 0 yiyi ШД, 


1—i 0 1 0 一 ! 
хі o о—1|=-{; o0 i 
2 


—] —i 0 0 —1 0 
pu Фу Ур 0—i 0 
x |203 2019 2112 о 0 一 2 
yn vi Uv —l—i 0 
一 Ki Ks, (3.3.8) 


其 中 К, 由 (3.2.9) 定 义 , 而 更 由 (3.2.7) 定 义 。 
令 


сї сї ch C" C" Ce 
M=|c%h cu cu], N =| се C" ch |, (3.3.9) 
CE Cu CS сж c" ch 
则 据 (3.3.4) 可 知 (3.3.8) 可 写 为 
M — iN = Ky K,. (3.3.10) 


据 定理 3.2.1, 式 (3.2.8) 及 (3.2.12) 可 知 , 当 作 旋 量 V asco 的 变 
换 时 ， 相 当 于 有 


M — iN = K ÜK, = Ki 22,00 V R (DK, 
= Ф, (Ч) КЧК, (QU = Sz (AM 
— iN)gee! (W, (3.3.11) 
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К Ar OD 是 复 的 3 x3 ESNE, 
又 由 (3.3.8) 可 知 
tM — iN) = V, — 203 + Ши == 0. (3.3.12) 
现在 把 Wey ЖЖЖ С°, 的 指标 对 ab 给 定 一 个 次 序 
ab = 01,02,03,32,13,21, - (3.3.13) 
而 把 Weyl 张 量 按 此 次 序 排列 成 为 6 х 6 方 阵 
Cù Cë Cht ch Ch Ch 
сй сй са! си cu cu 


1 
03 03 ot 03 o 03 
Co Со Сот Сз; Сз Cn 


Со:=|--—--—----—-------—-——------------ 
сй сй cul св cH că 
ch cà са! c8 cu cB 
l 
ch Cà Сї! СЇ cà ch 
M T 
= ( ) | (3.3.14) 
P S 
据 (2.1.6) 
C акса 一 —* C.a = 一 二 Babed C 716, as 
故 有 
С® == -— e a Сьв, (3.3.15) 


把 es 按 (3.3.13) 的 次 序 排列 成 6 X 6 方 阵 


0 0 0100 
eB €O: "` 85 0 0 0010 
вй ette вц] _ 0 0 0001 -( О І 
€ |. |-1 o 0000 -( ro 
ви 60" ** Ө? 0—1 0000 
0 0—1000 
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因此 (3.3.15) 可 写 为 矩阵 的 形式 即 


--( 2o) o 


由 此 可 知 
M 一己 1 
С = ( ) 3.3.16 
PM ( ) 
75 —J iB, EH 
C = 一 = С? а,в,» 
可 知 
Са 一 —C€,, C**50 = — Chus 
C**a — — Cha, С*а 2 == — С, 
Cab, = — С“ оз Са == — Св. 
HN 及 P 了 的 定义 得 知 
N 一 P， 
因此 ， 有 
M —N 
C= ( ). 3.3.17 
N M ( ) 


现在 我 们 根据 上 节 关 于 更 的 Jordan 标准 型 来 作 Weyl Ж 
量 所 排 成 的 方 阵 C 的 分 类 ， 据 (3.3.10), 令 


У, = M — iN = КТЧК), (3.3.18) 
由 (3.3.11) 可 知 , 当 旋 量 UV 4pcp 作 SLQ,C) 的 变换 时 ， 
dq = OW,O', (3.3.19) 


其 中 O € SO(3, C) , КВП Weyl jk EE C abed 作 SO(1,3) 的 变 
KW. ш (Е SOG,C) 的 变换 ， 现 在 问题 是 于 在 SO(3,C) 
下 的 标准 型 是 什么 ， 据 (3.3.18) 存 在 非 异 的 3 x 3 复方 阵 了， 
使 得 


' Hit 


PYP = K, (3.320) 
Жүк ДЖ ШЙ) Jordan 标准 型 之 一 。 
据 (3,2,7) 可 知 

у = Ву, (3.3.21) 


0 01 Vua Pin Yu | 
B= |0 —2 0 Fo = | Pim Vus Yiz | (3.3.22) 


其 中 


1 00 Voi Fam ia 
注意 Bo 与 U, 是 对 称 的 ,并 且 
Bo = = КК, (3.3.23) 


因此 由 (3.3.19) 可 知 
V, = KK = Ki B Ki 
= KiB W B Ki! = ККК!) ECR KDK = Vi, 
PU Ф, 是 对 称 的 ,因此 由 (3.3.20) 可 知 
P^OKP = Чу = Ш; = PRP, 


或 者 
KPP = PPK. (3.3.24) 
令 ' 
A = PP', (3.3.25) 
这 是 对 称 的 非 异 方 阵 , 则 (3.3.24) 即 
KA = AK'. (3.3.26) 
现 取 非 异 的 方 阵 М, 使 
KN = NK, (3.3.27) 
则 由 (3.3.20) 可 知 
NP (NP) = К, (3.3.28) 
车 选取 入 使 得 
A = NAN, (3.3.22) 


"Пг! 


化 为 标准 型 ， 又 取 P. 使 


Ао = P, (3.3.30) 
则 由 (3.3.25,29,30) 可知 
7 一 PVP < P N'I’, 
这 表明 
О 一 PiINP (3.3.31) 
是 复 正 交 方 阵 ,而 由 (3.3.28 ) 可 知 
O10’ = OW,O^ = Pç1KP.o. (3.3.32) 


我 们 不 妨 假定 dao = 1, 否则 以 0 换 一 0， 上 式 左边 不 变 .这 

证 明 0, 可 经 SO(3,C) 的 相似 变换 化 为 标准 型 Pr'KPo。 现 
在 应 用 上 面 的 结果 于 上 节 更 的 各 种 Jordana 标准 型 。 

I FE DU. 

410 0 

K = | 0 2; 0 

0 0 45 

H KA = AK' Ej KN = NK 可 知 4 与 N 必 为 下 之 形式 


А14,4з >= 0, 
hth + Аз = 0, 


э 


Аг 0 0 Ni 0 O 
A == 0 A; 0 9 N = 0 N, 0 5 
0 0 4 0 0 Ns’ 


其 中 A E M,A: 5 N,,As 5 Na DIE s s,s3 阶 方 阵 ， 
n + s +s = 3. 4 是 非 异 对 称 的 , 必 有 六 使 

Ао == МАМ =], 
由 此 可 知 , 可 取 (3.3.30) 中 Po = 7。 因此 V, 有 标准 型 


410 0 = 0 0 810 0 
0042 002; 0 05; 
其 中 a; BG = 1,2,3) 为 实 适 合 о + а + аз = 0, + 8; + 


Ёз == 0. 在 DD 型 时 М = Азу Ау = 一 242。 
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IL ZU, й 
—2к 0. 0 
К = 051] k?e0. 
00k 
H AK' = KA A429 F 2 JE, 


a 0 0) 
A -(: с q, a, b >< 0, N A 3E52%.. 

050 
EH NK = KN 知 必须 


x 0 0 
N=|0 у z|. 
0 0 y 
И х, у, 使 得 ах? 一 1,5y! = 1,су + bz = 0 则 有 
100 
Ао = МАМ = | 0 0 1 | = BP, 
010 
其 中 
1 0 0 
ZEE 
0 1 š 
于 是 有 
—2k 0 0 一 Za 
Po! KP = 0 1-+к і E а + 1 
0 i k—li \ a 一 1 
一 28 ` 
+: Ё i 
1 £ 
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其 中 x = <= ig. 
N 型 。 此 时 


0 0 0 
K=|0 0 1}, 
0 0 0 


由 AK = KA 可 知 , 必须 有 
a b 0 
0 f 0 


H det4 = —аР > 0 知 必须 а,} 0. 由 NK = KN 可 知 
NL F Мз 


4 = 


fiz? = l, eiz + fiw = 0, 


биз. 


则 М,К = КМ,, 使 


1 0 0 
A = М,МАММ,=|0 /0 1 = РуРо› 
, (1 o) 
1 0 0 
s=|° + 72 
0 1 š 
bu 
00 0 00 0 000 
PSKPQ—101 t [on 01+: 0601]. 
0: —i (00 —I 010 
n. 
0 1 0 
天 一 10 1] 
0 0 0 
由 AK = KA 可 知 
abc 
1—|bc0]|.cx«0, 
b00 
由 NK = KN 可 知 
x y z 
N=|0 х y|, 
0 0 x 
故 
ax! + 2bxy + 2cz + y! x(bx + 2cy) са? 
Ао = МАМ = x(b + 2су) сх? G 
ex? 0 0 


“116, 


取 x+,y,z 使 
сх? = 1, bx + 2су = 0, 
2cz + ах? + 26xy + by = 0, 


则 有 
1 f 
А 0 -二 ”一 一 
001 2 2 
Ag 一 010 = Py, Po = э 
1 0 0 
100 . 
0 1 і 
于 是 


01 # 01 0 001 
PKP, =] 10 0J]J=1 112020 | +11000 |. 
‚00, 000 100 


根据 上 面 所 证 ,并 应 用 (3.3.17),《3.3.18) 可 得 出 

定理 3.3.1 若 把 对 罗 伦 兹 标 架 {els} 的 Weyl KE С, 
HER (3.3.14) 的 方 阵 C， 则 对 每 一 点 x 可 选取 适当 的 标 架 
(el G0), БС 化 为 下 面 标准 型 之 一 : 


I 型 。 
а 0 0 | Bp! о 0 
' 
1 
0 о 9,9? б; 0 оң + o; + as = 0, 
0 о «i0 0 £f 
C 一 | -一 一 一 -一 一 一 |， 
— в; 0 0 | о 0 0 
+ 6, + Ёз == 0 
0 —#, 0 ! 0 «› 0 ё. 8; ёз * 
1 
0 0 m 0 0 оз 
D. 
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N, 


HW, 
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—2 0 0 —28 0 0 
0 «071 0 0 8 1 
0 0 «—]1 0 1 6 
28 0 0 —2a 0 0 
0 —# —1 0 “+ 1 0 
0 一 1 —@ 0 0 «—] 

0 0 

0 00 1 

00 一 1 
С= 。 

0 0 ооо 

00 一 I|01 

0 一 10|00 一 

0 1 0[0 01 

1 0 осоо 

0 0 001100 
С 一 ——— |. 

0 0 —1[010 

0 0 0|100 

—1 0 010 0 0 


$3.4 Weyl 旋 量 的 特征 双向 量 和 主 方向 


一 斜 对 称 二 阶 张 量 V^ 称 为 双向 量 。 双向 量 Р 称 为 简 
单 的 , 若 存在 两 个 向 量 5 与 使 
p = ga — gy. 
它 对 应 一 个 二 维 的 线性 空间 , 即 所 有 向 量 48“ 十 р, € К, 
所 成 的 线性 空间 ， 两 简单 的 双向 量 称 为 有 交 线 的 , 若 它们 对 
应 的 两 个 二 维 线性 空间 有 一 公共 的 一 维 线性 空间 . 
双向 量 V4 称 为 Weyl 张 量 的 特征 双向 量 , 若 有 


+ C^ uy == лр“, (3.4.1) 


其 中 4 是 一 复数 ，V* 不 一 定 是 简单 的 双向 量 ,但 下 面 将 证 明 
I (Te 十 P9) 与 2. (y« — p) 


是 实 的 简单 双向 量 . 一 Weyl 张 量 的 所 有 的 特征 双向 量 的 实 部 
与 虚 部 的 简单 双向 量 如 果 其 中 两 个 有 交 线 的 话 ， 此 交 线 称 为 
Wey) 张 量 的 主 方向 ， 
若 把 ve 排列 成 为 
v = (V, VI ув, ра, рз, рву, 
而 把 Wol 张 量 排列 成 (3.3.14) 的 方 阵 , 于 是 (3.4.1) 可 写 为 


Cv = До, (3.4.2) 
据 (3.3.17) 和 (3.3.18》 
1р1] -lop lo qv] 
c= V2 м2 (^ 0) V2 м2 
i i Ф| 4, — | 
V2 /2 м2 X2 


由 此 可 知 ,如 и == (и, н), 的 特征 向 量 , 邵 
Uu == дм» 


则 


r= ala са) (0) vu 


BE C 的 特征 向 量 . 
应 用 定理 3.3.1, Wyl 张 量 的 特征 汉 向 量 分 别 为 I 型 与 


DÆ, JH 
à00 
q, = [ А, | 
0 0 5 
有 独立 的 特征 向 量 
uy = (1,0,0)', н = (0,1,0), u = (0,0,1)', 
因而 < 的 特征 向 量 ( 可 以 差 一 常数 因子 ) 为 
vı = (1,0,0,7,0,0)', v: = (0,1,030,50) 
аз == (0,0,1,0,0,;), 
v, = 01305 = Pasts = Us, 
所 以 Сш 的 特征 双向 量 为 
Vi = (0001 — 8081) + 16838; 一 4381), 
Vi = (606; — 0006) + 168183 一 0183), 
ҮР = (0083 — 8083) + (8181 — 0301), 


у? =, V$ = V?, Vë = V. (3.4.3) 
由 此 可 见 。Weyl 张 量 有 了 四 个 主 方向 
88, 81, 82, д1, (3.4.4) 


恰 为 标 架 的 四 个 轴 的 方向 , 有 一 个 方向 % 是 类 时 的 ，， 
本 型 与 N 型 ， 此 时 


—2 x 0 0 
V, = 0 K + 1 i > 
0 £ к 1 


因此 V, 有 两 个 独立 的 特征 向 量 
и, = (1,0,0)', tw = (0,1,2)’, 
而 C 有 4 个 独立 的 特征 向 量 
vı == (1,0,0,i,0,0), оз == (0,1,i,0,i,—1), 

: ©з = Pis V4 >= D. 
由 此 可 知 ，Weyl 张 量 的 特征 双向 量 为 

Vi? = (5:51 一 8181) + (5180 — 0804), | 

Vf? = (8185 — 8585 — 00; + 8202) + Caa 一 858: 

+ 8183 — 5163) — (801 + 8108) — (85 + 8155 


+11052 + 82583 — (8$ + 8581], (3.4.5) 
үф = V, 
Ve? = Vs, 
故 Weyl 张 量 的 三 个 主 方向 
86+ 8f, 82, 8$, (3.4.6) 
其 中 没有 一 个 是 类 时 的 ,但 部 十 如 是 类 光 的 . 
II 型 。 此 时 
0 1 i 
Ur, == | 1 0 ) 
i 0 O 


有 一 特征 向 量 
| и = (0,1,1)*, 
故 C 有 特征 向 量 vi = (0,1,7,0,7, —1)' v; = vi. 
由 此 可 知 ，C ”cs 有 特征 双向 量 
"121° 


Pp = (att — abat — tai + 881) + (55) — 8B 
+ 8595 — 8169) = [C05 -' 8251 — (Ap + д) 22] 


+ š [(8 + а) — (8 + aias], (3.4.7) 
Ve = vz, : 
H Wey) 张 量 有 一 主 方向 
ði + ôl, (3.4.8) 
这 是 类 光 的 。 


Æ $ 2.2 中 讨论 电磁 辐射 的 时 候 , 认 为 没有 电磁 辐射 的 充 
要 条 件 为 能 量 、 动 量 、 张 量 Тї 有 类 时 特征 向 量 。 Pirmi 把 
Weyl 8 C?a 类 比 作 T$, 而 把 C”, 的 主 方向 类 比 为 T$ BJ 
特征 向 量 ， 他 认为 真空 引力 场 之 解 如 果 使 Weyl 张 量 的 主 方 
向 有 一 -类 时 , 则 没有 引力 辐射 。 如 果 Wo 张 量 没有 类 时 的 
主 方向 , 则 有 引力 辐射 , 这 样 型 和 D 型 是 没有 引力 辐射 的 ， 
而 I, N, II 型 则 有 引力 辐射 。 这 种 类 比 是 几何 代数 的 类 比 ， 
它 是 否 合 理 ， 第 一 要 看 是 否 和 以 往 广 义 相对 论 的 引力 波 理论 
是 藻 有 了 矛盾 ;第 二 要 看 按 此 定义 能 否 推进 引力 波 的 理论 研究 ， 

首先 ,熟知 真空 引力 场 的 Schwarzschild f 


dë = (1 — 25) Gay — (1 — 26) tae» 


+ (xD Caw + (x! sin x2)!(dx?)?] 
是 属于 D 型, 按 定义 是 没有 引力 辐射 ,这 和 Birkoff 所 证 明 的 
定理 球 对 称 真 空 引力 场 必然 可 选取 一 坐标 系 使 之 为 静态 
的 ”, 故 没有 3 引力 波 是 相 一 致 的 。 其 次 , 按 此 定义 N 型 的 一 种 
BE. 平面 波 询 引力 波 , 使 得 引力 波 理论 的 研究 有 了 不 少 进展 ， 
这 将 在 下 一 章 中 介绍 . 


$3.5 能 量 \ 动 量 . 张 量 的 分 类 


Einstein 的 引力 场 方程 对 伪 正 交 标 架 为 


(1225 


R, 一 A taR = To, (3.5.17 


其 中 T. 为 对 称 张 量 , 称 为 能 量 -动量 张 量 。 
X Ta 一 0 时 ,人 (3.5.1) 化 为 

| R, = 0, (3.5.2) 
这 称 为 真空 引力 场 方程 ， 此 时 Wy SK BE E; SE SE dl ЖКК ШАН 
等 ， 故 Weyl 张 量 的 分 类 相当 于 真空 引力 场 的 黎 曼 曲率 张 量 
的 分 类 、 如 果 T, же, ШЕН КЕЖЕ Weyl ik 
重 , 据 (2.1.15) 的 Géhéniau-Debever. 分 解 , 即 


Ra 77 Coa 十 Е.а + 5 Сага» (3.5.3) 


其 中 E, 可 由 (2.1.10) 定 义 , 利 用 (3.5.1) 可 化 为 


1 
Е ьа 一 > [nT sa — qo Tas — вать + Was Тос] 


R 
+ 4 CN 一 1:274)» 


im Gies 由 (2.1.8) 定 义 , 只 与 Tab 有 关 , 因 此 


1 
Ка = Сга 十 g CeT oa — Г. — vals 


R | | 
十 Nas T uc) 十 э Gem 一 01а). (3.5.4) 


由 此 可 知 ， 曲 率 张 量 Raoa НУ Ж. КОРЕЕ шк ЫШ 
T, 的 分 类 , 而 Т» 的 分 类 即 是 在 Lorentz 群 下 对 称 方 阵 的 分 
28, 
现在 的 问题 是 给 与 4 x 4 实 对 称 方 阵 工 , 作 变 换 
T = LTL, (3.5.5, 
其 中 工 满足 
L'JL = J, J= dig(1,—1,—1,—1) (3.5.6) 
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的 实 方 阵 ,使 得 T 化 为 标准 型 . 
对 (3.5.6 ) 取 逆 方 阵容 易 知道 , 工 满 足 (3.5.6) 必 满足 
L^?J(L')? =] c L^J = JL', (3.5.7) - 
因此 (3.5.5) 可 写 为 
JT = L^(JT)L, G. 5. з) 
这 表明 对 称 张 量 了 在 Lorentz 群 下 的 分 类 化 为 方 降 JT Ж. 
Lorentz 相似 变换 下 的 分 类 . 
熟知 存在 非 异 芍 实 方 阵 О (马尔 采 夫 中) 使 得 
9-(71T)9 = К, 《3.5972 
其 中 天 为 实 的 Jordan 标准 型 ， 上 式 即 
T = JOKO `, 
T 是 对 称 的 ,必须 | 
JOKO” = Q"K'O], 


或 者 
Q'JOK = K'Q'JO. 
A= Q'JQ, o (8.5.40) 
有 
АК = K'A. | (3.5.11) 


引 理 35.] 若 工 是 实 对 称 方 阵 ,天 是 JT 的 实 Jordan bs 
准 型 ， 则 必 存 在 非 异 的 、 对 称 的 号 差 为 一 2 的 实 方 阵 4, Ë 
AK = K'A. 

` ЖКЖ JT 的 实 Jordan 标准 型 ，2 是 使 43.5.9) 成 立 的 
实 方 阵 ,六 是 与 玉 可 交换 的 实 方 阵 , 即 
NK = KN, i (3.5.12) 
则 
N-10-(JT)0N = K. (3.5.13) 
由 于 (3.5.10) 定 义 的 方 阵 4 适 合 (3.5.11), 故 方 阵 
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А = N'AN = (QN)'ICQN) . (3.5.14) 
ЗК Е. - 
AK = К' Ав, 
Ao 也 是 对 称 的 ,号 差 为 一 2。 我 们 选取 N, 使 Aí = МАМ 化 
为 标准 型 ,并 选取 * 简 单 的 Ро 使 得 
Ао = PoJPo, (3.5.15) 
则 由 3.5,14) . | 
== ром) сом), | | 
这 表示 | 
L = QNP,! О _— (3.5.16). 
是 一 Lorentz B. H Po 与 Ps: 分别 从 左 与 右边 乘 以 (3.5.13) 
便 可 得 出 - 
L^(J]T)L = РКР;*, (з.517) 
这 是 说 JT 可 以 经 Lorenz 方 阵 工 的 相似 变换 化 为 标准 型 
PoKPi:。 而 工 的 标准 型 为 | 
L'TL = Jb,KP;:, (3.5.18) 
下 面 便 是 用 此 法 把 工 的 标准 型 定 出 来 . 
首先 我 们 排除 JT 不 可 能 有 的 实 的 Jordan 标准 型 。 首先 
证 明 Е | 
引 理 3.5.2. 若 了 为 实 对 称 方 阵 , 则 - JT 不 可 能 有 多 于 两 
个 的 复 的 特征 根 ， 
证 JT 有 多 于 两 个 的 复 的 特征 根 ， 由 于 Jr ЖҮЗ 它 
必 有 四 个 复 的 特征 根 , 两 两 互相 复 共 鲍 。 此 时 JT 的 实 Jordan 
标准 型 只 能 是 下 面 丙 种 情形 之 一 : 
(i) ( a 7) 0 
K-| ?? 


(C) 


; Ё > 0,8 >< 0; 
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Gl 


e - (19) 
0 1 


设 K 为 (i) 的 情形 , 令 4 为 对 称 的 \ 非 异 的 ,号 差 为 一 2 的 
实 方 阵 适合 AK = K'4, 把 4 分 为 2 x 2 小 块 


: A Bi 
A= › 1 = 4,4, = А 


В; 4, 
由 
ah *„)-( “у. 
4: —8 ^ r7 (» "j. 
B _› ,)=(7 m 
的 前 两 矩阵 方程 可 知 , 必须 有 | 
a-( Dre 2). 
m Go-(: maa 


(у — ajx — 8y + Ва = 0, 
x + (Y — a)y + ft = 0, 


=fr t (Y — а)г — й = 0, 
—#у t дг + (Y — a) = 0, 
` (3.5.19) 
若 此 方程 组 的 系数 行列 式 不 为 零 ， 则 只 有 В, = 0， 此 时 
det4 == det * deu; = (a? + 62) (d2 + 2) > 0, 
这 是 不 可 能 的 。 洲 行列 式 


Y--a 一 5 B 0 
8 — 
det T? 0 d 
—B 0 Т —@ 一 人 
0 —6 8 Y —«@ 
Y 一 上 —à | # 0 
1 I id 8 а | 0 Ё 
-м|( |5775. mam 
1 lj 2p 0 IY =a  —8 
0 — | 8 Tr—a 


Y —a —8 
«[C t) I 
= |( —ay + 8 — g + 2ig(v — ol — 0, 
则 由 830 可 知 必须 у =a 一 Pr， 方程 (3.4.18) 化 为 
一 857 + fz = 0, 8x + В: = 0, 
一 pz 一 8 = 0, —By 十 sz = 0. 
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由 此 可 知 


y. 9. Ё 
z t в” 
[Coa 
Dosen 
因此 | 
x a 2.) 
Jmm 
(^ s щ g = —28, 
由 此 可 知 


0 а— 0 x—i1y 
а+ 0 х+зу 0 
0 x—iy 0 4—с 
х +гу 0 4+ с 0 
= [Ca + ib)(d tic — (rtiy) t H # = 8; 


det 


0 a—ibr+iy 07 
det atib 0 0 r—iy 
х—у 0 0 4—с 

0 x+tiydtic 0 
= |(a + ib) — ie) — G — іу)? р, Mg 一 一 5， 
故 dad > 0, 这 是 不 可 能 的 , 因 4 的 号 差 为 一 2, 即 天 为 (i) 的 
情形 不 可 能 . 
# K X Gi) 的 情形 , 必 有 4 如 前 使 AK = K'A. H 


a(S G s 


А+ 5( ^, Ыр 28) в 


С "m ^( ^, "j- Bi ra -ja 
的 第 一 个 矩阵 方程 可 知 

a(g a) 
由 第 二 个 矩阵 方程 可 知 


B(y — z) = —a = —B(y — z), 
Bx +) = —b = Bx + z), 
可 知 y = 2,1 一 —x, Bp А | 


‚129, 


由 第 三 个 矩阵 方程 可 知 


И d c 
a-i 22) 
内 此 ,如 (i) 所 曾 计 算 的 
det4 = |(a + ib)(4 + ie) — (z + Ж > 0, 
这 与 4 的 号 差 为 - 2 是 矛盾 的 , 引 理 得 证 . 
引 理 3.5.3 ” 若 工 是 实 对 称 方 阵 , WJ JT 的 二 次 的 初等 因 
子 最 多 只 有 一个. — 
证 应 用 引 理 3.5.2， 我 们 只 须 证 明 JT 的 实 Jordan $R 
准 型 不 可 能 为 下 述 之 形式 | | 
à 1 
(, „) 


0 P 
(i) К = » Дуу 4, x, 


0 
Gi) K = - ‚ @* 0, а, ә S, 
A 
(2, „) 


如 上 述 引 理 的 证 明 一 样 ， 写 


而 比较 AK = K'A 的 元 素 ， 
CORSEE, Hi 


? 730? 


可 知 

4-(2*). a= (°) 

0 ， 当 Азел» 

B 一 C t) ОҢ Ду = 2; 

故 有 | 
Eg > 0, =E 2% bs 
ina m mo, M Ду = bs | 

这 是 不 可 能 的 ， | 


(i) 的 情形 ， 由 
4, » 1) = $ з) 4,4. ( ^ ") 一 (s fJ» 
a(S -Ca 


(00) &—( М) 
及 


(4 —a)x + Ву = 0, —pr + Qu — a)y = 0, 
(44 — a)z + pt = —x, —Bz + (4 — at = —y. 
由 前 两 个 方程 得 知 ， 如 z 5 y RECOGE. м 必须 是 方 阵 


^.) 


可 知 
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的 特征 根 . 但 此 方 阵 的 特征 根 是 复数 , 故 必 须 x = y = 0, IN 
而 后 两 方程 得 出 z = г = 0. | 
detA = : rg 40)20. 
这 是 不 可 能 的 。 引 理 得 证 ; 
引 理 3.5.4. ETARA M JT 不 能 有 四 次 的 初等 冉 
T. om 
WE # JT 有 四 次 初等 因子 ; 则 其 Jordan 标准 型 为 
411 0 O 
oniol 
о ө AM i[ 
ооо 4; 
若 有 方 阵 4 使 AK = KA4, 则 必须 
| 0002 
0025 
Оа рсе , 
abcd 
fü de4 = а > 9, 这 是 不 可 能 的 . 引 理 得 证 . . 
除去 引 下 3.5.3,3.5.4 的 不 可 能 情形 外 ， 其 它 Jordan 标准 
Ж ДЕ Н] НЕН, Вр. E 
定理 3.5.5 Xr €—— Lorentz Jj 


К = 


4 == 


LEDE i B 
20 Ki É?QT)L | 
为 下 面 标准 型 之 一 : 
L jT swak АЯ - 
070 55 BAO 0:9 
s олоо | 
Къо, ор 
6604, 


= 132 = 


H, (e — +1). JT 的 实数 域 初等 因子 有 一 为 二 次 而 所 
有 有 特征 根 丝 为 实时 ,有 
1 


à —l оо 
2 2 


K y = 


0 2, 0 
0 0 А 
Hii. JT 的 实数 域 彻 等 因子 有 一 为 三 次 时 ,有 


e o nje 
№ 
м 


AŻ 1. 
м2 М2 
о O 0 A 
N. JT 有 一 复 的 特征 根 时 ,有 
а Воо 
一 aca00 
K = о охо! BN 0. 
0 001, 
证 ”由 于 存在 非 异 实 方 阵 吕 使 得 | 
Q"UT)Q-—K, (3.5.20) 
其 中 天 是 实 的 Jordan 标准 型 。 已 知 有 
AK = КА, А = Q'JO. (3.5.21) 
此 外 ,若非 异 方 阵 NN 适 合 
NK = KN, . (3.5.22) 
WHE (3.5.20) hÉ O 3825. QN 时 仍 成 立 。 注意 ， 所 有 适合 
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(3.5.22) N R&— 8t. 
据 引 理 3.5.3 05] X8 3.5.4, X Jordan 标准 型 只 有 下 面 四 
种 情形 : 
工 
000 
K = O0 0 Ui 22 ра È ра 22 ра 
O Орз 0 
0004, 
此 时 适合 《3.5.21) 的 方 阵 4 必须 为 下 述 之 形式 
41000 
04,0 0 
004,0] 
0 0 0 4, 
其 中 4; 是 ; X s DE, 425; 20,/— 1,2,3,4£ EGER 
$1 + s, + ss + == 4, 由 于 4 的 号 差 为 一 2, 故 可 写 


41000 Ni000 N,0 0 0 
0 4,0 0 0N,0 0 0N,00 
2 一 247: . ` ,(3.5.23) 
0 0440 0 0N4,0 0 0N,0 
0 0 04, 000N, 000N, 


其 中 N, Eos X s, DE, Py 是 一 排列 方 阵 , 即 它 的 每 一 行 元 
素 只 有 一 个 为 1, 其 它 为 0, 而 Po 要 是 非 异 的 。 
e 
N,000 
0N,0.0 
00M,0 
000N, 
则 NK = KN, 故 有 
PN Q^ ( JT) ONP! = PokPe', 
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其 中 Ki = PKPS 仍然 是 对 角 线 方 隆 , 由 于 (3.5.23) 左边 等 
于 219, 此 式 可 写 为 
PUN” 0' уор! = J, 
BU L = ONT'Pi 是 Lorentz 方 阵 ， 这 证 明了 定理 中 D КИЙ 
E. 
П. 
41000 


04, 0 0 
002,1] 
0002 


K = 


由 (3.5.21) 可 知 ,必须 有 


2204 JE — 0, дад, 
bP c 0 ë 


А = d = 0, А >< 23; (35.24) 
900f]p e == 0, 2421 % Аз; 


deje 

由 (3.5.22) 可 知 ,必须 有 

So $ш 0 ёв 其 中 Sa = £g = 0, M4 А 2 А; 
N= Eg n 0 Ss | ёз = 0, H 2, >< 43; (3.5.25) 

Em En 55 ©з £g = 0, M A< 3з; ü 

0 0 0 £g | 
由 (3.5.21) 中 4 的 定义 可 知 

ded = —(ас — PDP < 0, 

0077 8 


А = а b 
(, .) 
的 行列 式 必须 之 0， 作 方 阵 


I? — Arí ° 7) 
N: = 0 e 3 


| 0 I? 


. 
я 
a) 
[ 

a 


则 方 阵 是 《3.5.25) 的 形式 , 必 与 KK 可 交换 ,由 此 可 知 
W, 
NIAN, = 0 f . 
0 (, ‚) 
上 式 左边 之 号 差 仍 为 一 2 右边 之 中 ( ° ; mu ss 0, kA 
的 号 差 必 须 为 一 2, 即 4i 为 定 负 的 , 故 存在 2 X 2 非 异 方 阵 


No, 使 
Ау = —N No. 


于 是 


一 了 0 
NNiAN'IN; = | 0 ( 0 x} y 
x 2fey + ha]. 


选取 х,у 使 得 
|! = Е, (е = +1 视 f 为 正 或 为 负 而 定 ) 
(2Jy + hx)x = 0, 
于 是 


—[0 0 
wan =| o (" "у 
e 0 
Io 0 —[10 0 
-| 1 /ё 1 | 1 0 
760.309 GÀ) 
V 201 一 8 0 一 1 
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1'® 0 ` 0 1% 
(ох Ыр.) 
x 1 ° yx B )) -rr 
IO 0 
其 中 


0 ION 
7 ) 0 
м 2 1 一 8 
P; 'N;N,O'JON IN," = J, 
这 表明 L = QN,N,P,U 是 Lorenz 方 阵 ， 用 


NiNsP 55 (МР Ту 
分 别 从 右 与 左边 去 乘 (3.5.20) 得 出 


(oa) 
0 4; 


L^(JT)L = I; Po 
(22) 
0 243 
ТЕЕ 0 0 
2 2 
к= L 1 一 二 0 0 
一 2 2 . 
0 0 ài 0 
0 0 0 2, 
ПІ. оо об 
K= 0410 
001,1 
0002, 
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HH (3.5.21) 和 (3.5.22) 可 知 


«004 
000 < 

A= ， 其 中 4=0, 4 Меш 
0 0 c f 


dcfe 


Ло 0 О лоз 


2110 7111 7112 N13 
N = › Ж тз = то = 0 4 2, >e 2;; 
0 0 uye 


0 0 0 m 


由 de 4 = —ac^— 0 [Ж 2 Se 0, ¿c > 0, ER 
«I (0, o, —#) 


а 
N, = 0 s 
0 1% 
0 
这 是 与 及 可 交换 的 。 
5000 
млму=|°°° ° 2 
1 177 ocfp^cg—c 8 +1. 
0Qcfà 
取 
1000 
N Оху = 
[оох у |" 
000: 


MJ N, 与 K 可 交换 ,并 且 有 
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€ 0 0 0 


， 0 0 0 1 
NINIANIN, = ü . 
0 0 cx? 2сху + ја? 
0 сх? 2сху + fx! 2exz +2fzy+ cy! - Ax? 
取 х, уз 2 使 


сха = gle, = +1), (2су + fx)x == 0, 2сх= + 2јху 
+ су? + Ах? = 0, 便 有 


€ 00 OX 
NIWAN A 9| 098] 
0 0i 0 
06:0 0 
由 于 det4 = —66j = —661- 0， 必 须 
ЕБ] = 1. 
ҢЕР, 20 | 
0 0 01 
p» = —1/V 2 M42 o0 
0 0 10 
l//2 1//2 00 
显而易见 
—£1000 
PNNANNP 一 | 969? 
0 0 8I0 
00056 
由 于 4 的 号 差 为 一 2, 必 须 
Б = Е; —], 


上 式 即 
P.N;N;Q' JONIN,Po = J, 
这 证 明 L = QN,N;P, 是 Lorentz 方 阵 , 因 而 有 
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41000 
04,10 
004; 1 
0004; 


LO(JT)L = Ру | Po 


由 (3.5.21) 和 (3.5.22) 可 知 
b 0 0 


с 0 0 
Р Bx 0, ПП b = 0 34 Айе à. 


© 
S 


a 
b 
0 
0 


7 m 0 0 


то и 0 0 EE 
N = | ;其 中 Yo = то == 0,342, ¥ 2;. 

0 0 bp "3 

0 0 —7: 12 


由 于 ded = 一 (ec — PXA ++ f?) «0, @ 
a b 
А = (, .) 
AJITIA > 0, 4 的 号 差 为 一 2, 故 A, 亦 是 ,， 即 А, Ef, 可 号 
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A= —NiNo 4 b = 0, RR No 为 对 角形 。 


MJ N, 可 与 天 交换 ,并 且 有 


— I) 0. 
М'АМ = , ae y) 2сху+{б'— у?) j} 
2exy-F f(x1— у?) 2Jry— c (a2— y!) 
取 х,у 使 
一 2fzy + сї 一 -y) = 1, 2сху + Ка — у!) = 0, 
使 有 
ро 0 
unt 0 е (^ 0 ijs 


其 中 


о 1? 

一 - (°, 小 

这 表明 1 L 一 ONP, = Lorentz 方 阵 ， 

0 0 

0 0 
L^(JT)L == P,KP, = | 

A 0 


ii 
, 
@ 
o 
о 0 4 


方 阵 
G 
—# 
0 
0 


至 此 ,定理 完全 得 证 . 
值得 注意 的 是 ;定理 中 TI, 包括 II 与 ia 下 种 标准 型， (BE 
此 是 不 等 价 的 , 即 不 存在 Lorentz 方 阵 工 使 得 
TL = Т, 
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其 中 


a++ -~- 工 on 
2 2. 
1 1 
r= 2 8-59 9], 
0 à 0 
0 0 2 
2 2 
С. 1 1 
Eol em — + 二 0 0 
атра 2 .| 
0 0 до 
PENNE 0 ол, 
这 可 证 明 如 下 : 若 有 一 Lorentz 方 阵 


һ + 1 1 ES — 1 
2 2 4-4 2 2 
1 „ — -L (A PES 
2 2 2 2 
2 à 0 
1 1 в = в( ) 
一 一 - -一 一 上 0 À; 
2 2 
41 — 4 0 1 /—i—1 
Co an-an 71). 
0 2,—4 2 51 17 
4, 0 ài 0 - 
(5,0 7 ONN 
0 4; A0 2447 
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.- (2) 


使 得 TiL = LT, 则 有 


由 此 可 知 , 必 须 有 


b + е b 
2 =”) (^7) 
— = 
4 c b+ ср (., > t 
D . 2 
H; 1 
bc Box y 
2 
b + c 
L= c > x y 
z z d c 
t i f Е 


HT LE Lorenz 方 阵 , 它 必须 适合 下 面条 件 
(=) -e-ren 
с? — (ERy-2-y- —1, 


2 2 
Te, bte. ап. 
2 2 


未 两 式 相 加 可 得 х2 + у + a + Ë = 0, Д x = y = z ==; 
一 0， 因 而 有 如 二 如 6 一 一 c， 不 符合 第 一 个 方程 ;如 
一 <, 不 符合 第 二 个 方程 ， 因 此 工 是 不 存在 的 ， 
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tets 


шиж NE 方程 


B р, 是 R' 的 开 集 7 中 的 对 称 的 号 差 为 -2 的 可 微分 的 
ИКЕ. 由 于 | 


1 0 0 OX. o1 0 о 
о-о о) ,[10 о о A LD 
оло joo 0—1 
о о 0 一 :1 во 0 | 
其 中 
T. 
Му; „у D 
AA 1 5; 9 | | 
. " 
Bir = еў?е + PeP — ее 一 eee 
| Kusa i (4.1.3) 
其 中 | | 
0 1 0 O 
1 0 0 O 
J] = Os) = 0 ° "T 
о о 一 1 0 
而 е9 5 oe 是 实 的 协 变 向 量 ， 
т (4.15) 
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是 复 的 协 变 向 量 ， 标 架 {eln} 有 同样 的 人 性质, 好 eto H elu 是 
实 的 ， сіу == ей» 是 复 的 ,这 样 的 标 架 称 为 拟 正 交 标 架 . 
对 于 拟 正 交 标 架 的 变换 


0 = це? (4.1.6) 
有 如 下 性 质 : L = 0D. 满足 
L'JL = J. (4.1.7) 


所 有 满足 上 面 关系 的 方 阵 成 一 群 SO(1,3), 它 与 50(1,3) [а] 
构 , 其 同 构 关系 为 
І.» РГР, L€30i(1,3). | 

设 5, 是 对 于 拟 正 交 标 架 {eio} 的 协 变 向 量 , 则 во s, 2035, 
Ë, = EAH. 令 . 
. Ёп 一 
则 方 阵 2. | | 

(E aia = Ë p“ 

是 一 厄 米 方 阵 ,其 中 o = (om) 是 下 述 的 方 阵 : 


10 0 0 0 1 0 0 
д (60) = Gibt QUI TG 
00 01 00 10 


(4.1.8) 
由 上 述 不 难看 出 ,$ 2.4 和 第 三 章 关 于 放量 运算 的 结果 仍然 成 
立 ,并 且 由 (4.1.7) 及 定理 2.4.1 可 知 , RE = 
9— L = (KPD AXW (KP) A ESL(2, С). (4.1.9) 
由 (2.4.27) 与 (4.1.2) 可 知 , 上 式 即 


1000 | 1000 
0001 0001 

uA 一 (AXA . 4.1.10 
0010 ооло ( ) 
0100 0100 


JAXISL Q.C) 可 以 由 如 下 的 方 阵 生 成 
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(f > (S1). вз 


(o) 


它们 经 (4.1.10) 分 别 对 应 于 


(i) 类 时 旋转 
Я ^4 O 0.0 
A 
L = ' ° | ' , (4.1.11) 
оо 0 1 
或 者 相当 于 拟 正 交 标 架 的 变换 
ep 一 400, ef = ATP, 
eu e, go = e, (4.1.12) 
(让 ) 类 空 旋转 
| 100 о 
L = з ' И " |, (4.1.13) 
ооо c"? 
或 者 
ep = e$, ej 一 ef, 
ED 一 6, 29 一 unie, (4.1.14) 
Gi) 类 光 旋 转 
1 BB В B 
0 1 0 0 
L 一 о 5 1 of (4.1.15) 
0 B O i 
或 者 
ep 一 eP BBe? 十 Be? + Bep, ap 一 eP, 
" = Bep + eP, P = Ве” + e. (4.1.16) 
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Giv). 
0100 
1000 ' 
L 一 А (4.1.17) 
0001 


0010 
或 者 


ey = e, 20 一 ef?, etn — PRESS = с), (4.1.18) 
中 了 BUSE BEES gii 可 定义 一 黎 上 曼联 络 , 经 (3.12) 定义 了 
一 个 SO:(1,3) 型 联络 ,只 可取 {ce 六} 为 氛 正 交 标 架 ， 再 由 
(3.1.5) 定义 了 一 SL(2，CY》 魂 联络 Га, 注意 (023) =o" Ж 
由 (4.1.8) 定 义 ， 令 
asco = € лЕГе{ше®р. 
xF IEEE El. 
И = I). L = (1) € so,(1, 3), (41.19) 
相应 有 (2. 4.30) 成 并 ;其 中 % = (o) € 512, C). 对 于 此 标 
架 变 换 及 (2.4.47) 有 
F sco 一 F poran Faz Paz aps 
一 epou2' (X praz? Jag g ap”, (4. 1. 20) 
其 中 | 
Xar = tire aer. (4.1.21) 
因此 ， Г авс 的 变换 关系 为 
A? 
ORNER. wo = ( ^), Са жж) 
Тип = 4 Таш» Fin = Alms = AT na = Газ» 


Fun AT + E XsA si = Tua + " 4 Эх, 
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b 


Tus = lu T B 4d X354 lus 一 A уз 
-十 "Хал Fun 一 Гц» T2221 = А-Г» 
Fas == АГ Їз == АЗГ. (4.1.22) 
PLZ, 0 
Game, wm (C), 
" 
Гая = eT um Ёна = Cun Pog = Tuas 
Fu = eT rg Гын = Tit + > Xy0, 


Fr = e Tim + F: eX 40, os e Tug 5 e? X 6, 


Fus Гый + 3 Xab, Pig = е Das 


Тол = e? Durs Pos == fu Bu 一 e PT us. (4.1.23) 


GD KERR. = (一 小 


0 1 
Тип = Lims Fna = Гал — Blu 
Fus = Гиз — BT 
Pis Tua — Blu — ВГид + ВВГуц› 
Pini = Tim — BI 
Ёл 一 Тул — Blu ВГри + TE 


C Ém = Гу — Brig — Brun + ВВГиц› 


Fus = Ty — Bus Tua) — ВГол + BTun 
十 ВВ(Гил Tia) — BBT uns 
Fon = Гап — 2BTy + В?Гин — ХиВ› 
Fn = Ts — 2Bl'yig — Brim + ВГ + 2BBTun 
- — ВВГ — ХВ + ВХ.В, 
Fon = Fu 一 В(2Гъл + Г.) + ВОО Гон + Tua) 
一 (Xi 一 BXu)B — BT 
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Fx = ME В(2Г, + Ti) 一 ВГл + B?(T us 
+ 2r) 十 BBOTm + Tam) — B°T un 
一 ВВ (Гил + 2T gg) + BBT ug — (Xa 


一 BXy — BX; + BBXDB. (4.124) 
. 0 —i 
(їч) Bi. %C 一 ( . ) 
一 上 0 
Fas = —T m fu 一 —Iu»fu: = —Г»л», 
fun = —Du fun = — Гәр 12 一 —Tans | 
Fus = — Гля, Žas = —Гап,Гып == —Ius 
Fas 一 Pa 一 一 Ta 一 一 Pan。 
为 方便 起 见 , 我 们 令 
; 0 ; 0 
== == „і. — = = øl, — 
D = Xy eio EFE A = X, = et Dai’ | 


Ox! 
并 沿用 Newman-Pentose 的 符号 把 Dagcp 529 - 


a= Xo = do D-, 8= Xa = ci =, (4.1.25) 
Ux 


(4.1.26) 


—T вс =- 


于 是 Tusco 的 变换 关系 可 写 为 
(i) 类 时 旋转 


E= 416,8 = Аа +- DAS й = и, 
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B= Ар,й= в 1 3 ASA, À = AÀ, 


# — Ac, Ë = в + T 4458 = A` as 


g = r, $ = Ay + + AAA, = А, 


Gi) 类 空 旋转 


Gà) 类 光 旋 转 

Ë = x, б = e — Вк, P= р — Вк, 

£ = т — Во — Bp + ВВк, ë = в — Вк, 
& = а — В(о + в) + В?к, 

Ë= В — Во — Ba + BB x, 


(41.27) 


(4.1.28) 


? = Y — B(z + £) — Ba + Вю + ВВ(р+ e) 


一 B'Bx, 

# = x — 2Вв + Bk —DB, 

Д = д — B(2a + х) + В1(2в + р) — В? 
— (8 — BD)B, 


Ё = и — 288 — Вх + Bo 4-2BBe — E?Bx 


P» — BQ2Y + p) — Bà + Br + 28) 
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+ BB(2a + n) — B's — B?Blo + 2e) 


+ ВВк — (A — B8 — Bë + BBDYD. 
(iv) 倒 换 m 
E = —», ë = —y, # = —т, p= —p, 
а= —f, À = —0, 6 = —А, ñ = —a, 
应 一 一 py Ё == —п ў = —в, 0 = — Б, 


$ 42 Einstein 方程 的 旋 量 形式 . 


Einstein 的 引力 场 方程 对 于 氢 正 交 标 架 为 


R, 一 ZUR = To 


把 它 写 为 旋 量 的 形式 即 


Кару 一 I 6ав605Ё = T лсвбэ 


T лгвр = T0 400 bD 


是 能 量 -动量 张 量 的 旋 量 形式 . 


利用 Taceo == Ts54z 可 知 


(4.1.29) 


(4.2.2) 


(423) 


Т асв = > CT лаву + Tacan) t CL aen 一 T'seap) 


一 i (T хгвв + Тьгав) + ” T e necp» 


T = TŠ a, 


因此 据 (3.1.20) 可 知 方程 (4.2.2) 即 


Ф авер 一 -— CT ,esp t T sc 45)» 


(424) 


(4.2.5) 


nou 十 X c) == -4 T. (4.2.6) 


另 一 方面 ， 握 (3.4.4) 可 知 ，Weyl 张 量 能 利用 Einstein 方 
Варе 


Cs a 一 Кыза 十 GT — va Tua Тьет) 


R 
十 4 ema 一 д0). 
把 上 式 写 为 旋 量 形式 , 即 
| 1 
С asrcópR == КолйзРссрН 一 > CFT YPF T. 
— 6&4D6&ERT prcd + ЄврЄРЇЇ асо — gscepa T' aspa) 
R . 
+ 《eudpeageacezs — € c€ EGO pp TH). 


用 ae 莱 上 式 , 并 据 (3.1.17),(3.1.22) 可 知 


1 
4 авср 一 АХ ascp 一 本 (euceTe op + sp T fca 


+ esp T' a'c? + esc T 4^ pp) 


R 
十 3 《一 2eykpeac 一 2a лсввр). 


由 于 Toor = > ecp7, 及 由 R = —T 和 (4.2.6) 可 知 ， 
ERB | 
V cp = Хавср 十 去 (а лрерс 十 edcesp)。 (42.7) 


应 用 (3.1.40) 可 得 
— X aal cps? + ХьғГсрай 
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+= —P posre” "T ucar t+ paara” T ыёвв— ГсосреЧёГ нв ai 
+ Гсрсвв Гр 4gp— l'opp a4? Гсвва +ГсраввГ скур 
+T; лввар+ pcpsr 64554 6HP(epsecL 十 epdecs)。 
(4.2.8) 


应 用 (4.1.25) 和 (4.1.26) 的 符号 ,上 面 的 方程 可 写 为 
Юр — ёк = p! + gë + (ве + Ep— Ет 


— s(3a + B — x) + pun. (4.2.9) 
Do 一 5 一 (p 二 pc 十 (3 一 5)g = а 

— (г—# + 38 + а)в + Ug. — ^ — (42.0) 
Dr — Дк = (т + z)p + (Z + х)о + (в — a)r | 

— Gv + ?)s + Vu + qun. | (4.2.11)* 


Da — дв = (p + 2 — 2в) + pë — Be — RÀ — КУ 
+ (e + p)x + pun. (4.2.12) 
De 一 2 一 (a + «)о + (в— г)8 — (a +-T)= 
一 (а — z)e + VU una. (4. 2. 13) 
ру — Ав = (т + z)a + (Р + x)8 — (в + a)r 
—(r + f) + гарк + Wi + Qua + 2. (42.14) 
РА — 8x = pA + биа + x? + (a — B)x — vè 
| 一 (3e — 8)à pun (4.2.15) 
Dp — да = pu + оА + ax — (в + &)p — „(а — В) 
— vs + Чин. — Z, (42.16) 


D> — Ах = (= + Ф)а + (z + r)2 + (Y — 7)» 
| — (3a + ё)» + Vi + pap. (4.2.17)* 
AÀ— 5, = — (и + д) — (Зу — т)А 

+ Ga + Ë + x — т)» — Чыл. (42.18) 
бр — ӧс = pla + 8) — a(3a — B) + (p — р)т 
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+ (g — E)k Tut pus. (4.2.19)* 
ба — BB = up — Ас + ас + BB — 208 + Y(p — p) 


T 
十 107 一 B) — Fizn 一 24 + prg (4.2.20) 


Әд — ën = (p — р)» + Cn — п)я + иба + $) 
十 ACa 一 38) 一 Fin + priz (4.2.21)% 
8v — Ар = рі + А4 + Су + ў)н — bx + (z — 38 
一 @)» + фот. (4.2.22) 
8Y — AB = (z — à — £)Y + ur — оу — ep 
— B(Y — ү — u) + а pu. (4.2.23) 
ёт — Ac = цо + Ip + Ст + В —@)т — Gv —y)o — 
— kP + физ. (4.2.24)* 
Ap — 8r = — (рр + a2) + (B — а — т)т 


+ (7 + 7) p + zx — Ф + z, (4.2.25)* 


Ав — By = (p + e)» — (x + b+ (F — п)е 
+ (#—т)у — Vim. (4.2.26) 
以 上 18 个 方程 称 为 М-Р 方程 (Newman-PenroseP?) ,注意 其 中 
pusa 由 方程 (4.1.6) KAE. 
若 已 与 pæ И] М-Р 方程 是 首先 解 出 Taco. 然后 再 
设法 从 已 知 的 Dasco 解 出 拟 正 交 标 架 ely。 后 者 要 利用 交换 
子 


X,X,— X,X, = e — 4.95 exc, 
| Ox! Әх! 
根据 (3,1.37), 上 式 即 
Х.Х, 一 X,X, = (Те — Ге) Xe. 
应 用 (3.1.38) 的 计算 可 知 , 上 式 可 化 为 旋 量 形式 
ХХв — ХорХсв = (Те 一 Páxelo)otzobro S Xon 
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此 即 


应 用 


= [(2?T$, + 88Г9,)е обу — (EET 
+ 88TH eloote Xon 
= TcpciXcy — Ticpr Xe 
+ PIÜpgo Хоп — Г"ккр Xcgs 
—XcaX pr 十 ХорХсу 
== P.pcgX ap 一 Гуса — DPp»rXu + TycorXag 
十 Г.Х pt Г TirgeX ps — Г TarpXa + T TgrpX ci 


(4.1.25 ) 简 K4.1.26) 的 符号 可 知 , 上 式 可 写 海 
AD — DA = (Y + 7)D+ (e+ DA— (т +r) 
| — (£F + =)8, (4.2.27) 
aD — D8 = (a + 8 — x)D + kA — об | 
— (BF « — ë)8. (4.2.28) 


. 8A — А8 = —ӮШ + Gç — а — £)A + 15 


要 知 


+ (иу + 7)8. (42.29) 
58 — 85 = —(и — к) — (p — B)à — (g — $38 
+ (a — 8)8. (4.2.30) 
把 上 面 算 子 作 用 于 x*， 所 (4.1.25) 有 | 
Act) — Det) = (7 + #)еф® + Ce + а) 
— (z + ж) — (P + el, (4.2.31) 
Bel; — Deb; = (@ + 8 — z)cly + кеф, 5 
| —(B-re—&8)ely—och. (4.2.32) 
де 一 Aet = — et + G — B — бе. 
+ (u~ Yr pek А iech (4233) 
Bet, 一 ве = — (и — р) е — (o — pe 
+ Са — Ё)е% — (а — b. (4.2.34) 
此 外 ,通常 V ср 是 未 知 的 或 一 部 分 是 未 知 的 , 故 还 必须 
І U asco 的 方程 。 据 Bianchi 恒等式 (3.1.42) 并 由 《4.2.7) 
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消去 Xiecs 得 


1 
e" W gecen: 一 za СевсТ: аз + 8 Ac T вс) 


= «Іф веВ›с]- (4.2.35) 
yay apak hy XC. LAR 
«(Х,У azco 一 V cacot T Ra 一 V ,scpe T asta 
一 村 jmspersTnclE 一 sacse STRD16) 
= eCXc7p gcn 一 qsszne Trac] 一 Ф Asa e T rec] 


nm E 
— p ausné T rera 一 Фавё%8 š Tanpa) 


+ 2. Coe aT + #сХввТ). (4.2.36) 


由 些 得 出 
DV ai; — 8 ui + (40 — x) Vin — (26 十 Ар) г 
+ ЗШ = Офир — pum + (28 + 28 — я)Фип 
一 2(e + р)физ + Фіз 一 20Фіп + 2кфтл>. 
(4.2.37) 


DU au, 一 Фил 一 m DT + Аут + 2(G — ж) 


— 3p + 2x о 一 Spm 一 Apm +. Qv + 27 
— pu — 2( + Pjong 十 бри — rpm 
+ ppm. | (4.2.38) 


DU, 一 $9, 一 2 T + 2А п; 一 Зх) 


+ 2(# 一 р) uz + к® = pu — Афи + vpim 
— ¿pun + (27 — B)*in 一 2F pim 

+ ёфір — Tpm + PPa. (4.2.39) 
DU ш — Ваш + ЗАЧ: — a + 29) nn 

+ (40 —р) ш 一 Span AP 十 2vgun 一 Apm 
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+ Qv 一 2» — Apam 十 2(a — r)pan + фи. 
(4.2.40) 
aF nn 一 Atin + (47 一 - Dis 一 -2(# + 2) nu 
ck Зо Шш = Donn — dp + Афи + 2(8-— #)pun 
十 Qe — 2e — p)qun — 2Zpun + 2kgug. - (42.41) 
8T, 一 AU 一 Ls ФТ VF + 207. 一 - Ein 


一 3rU,, 十 20715; = бриз 一 Aem + эрі, 
+ 2(7 — B)eun — (26 — 28 + V)gus— Irom 
` + 20фіт. e uo t 0242) 


8T... ~ 一 АФ рг — LA AT 十 298. - — P ` 


十 2(8 一 Vn oF == 8фью 一 Афр + veun 
— ipun + ?9un — pams + Qf 一 Poun 
— Tpm 十 PPn >n | - (42.43) 
ёла — АШ 十 3> us 一 x - * Muss 
+ (48 - 一 v) 一 = Spa Agit. 2»9un7 2Àpun 
十 řezu 一 2(v 十 B)vam 十 (2a + 2Ё 一 eun. 
- (4.2.44) 
* 值 得 注意 的 是 М-Р 方程 共有 18 个 ， 证 独立 的 Г 42c H 
* 12 个 , F| BLS RJ ГВ Z АЈ. Ól EET EHBI NL X + 
问题 ,后 来 欧 声 2 证 明 其 中 六 个 方程 是 多 余 的 , 即 可 用 其 它 方 
程 的 线性 组 合 得 出 。 ЖЕЛЕ, HEM 314 及 e 2.7) 可 得 
出 : - 


T- 
Е aneto? = 到 ecpemy + Фат 一 M ka 


+ s acta). Chr T рат 
由 此 可 知 - 0. € Ul ovi] P 
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Finis 一 Uu 一 = = Е т. (4.2.45) 


(4.2.25) 504.216); . 

Fui = Фит = Pan = Fams (4.2:46) 
BD(4.2.24) 5(4 2.15) 9 JE S8 Dn 

Е aia == Yun + p;x 一 Funasa + Fam» (4.2.47) 
BI(4.2.21)88 T (42.26) 55(4.223) 89 E JEU RS 

Fui = Yim 十 punc Fima + Fue, (42.48) 
NI(4.2.19)55 fr T (42.13) 5(42.12) 89 EB 2 31; 

Famn Uus 一 Физ = Faaa — Fame (4.2.49) 
"e 2.17)*5 61 T (4.2.26) (4.223) B] I JE Ж; . 

-Fin = — пи. Фи == — Fun — Fun 

(4.2.50) 


A 42308 TG. 2.13)5(4.2.12) 388211; E 
这 说 明 NP 方程 中 去 掉 有 * 号 的 是 独立 的 方程 组 。 BERNA 
体 解 方程 组 时 ,往往 用 它们 的 另 一 线性 组 合 会 较 方便 ,因此 仍 
保存 在 天方 程 组 之 中 . 


$43 Goldberg-Sachs 定理 


一 真空 引力 场 即 gx 满足 (4.2.1) 中 Tw 一 0 的 方程 ， 此 

К„ = 0, pascb = 0, X asep 一 V ascp» (4.3.1) 

Coca 一 Roa. (4.3.2) 

一 真空 引力 场 称 为 代数 上 特殊 的 , 即 Weyl ЖШ Cass 不 
是 工 型 或 DO 型 , 亦 即 Taco 不 全 为 0 , 且 
W ,cpz^zPz^zP == 0 
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AARAA. В ал, тада 中 (a4) = (84) = (0,1), 
于 是 有 
F isco = кос fsTc5nys 

RH ОШ 
Vu = 0, np == 9, (4.3.3) 
由 (4.2. 37)—(4. 2. 39) (4. 2.41)—(4.243 уну 

3kW ӯ, з= Ө, 

DW, — Зе. + 24V Gum 0, 

DW, ~ ~ Bi 一 Sf inr + Ke - Din EN MEN Ф, 

ETATS : : ‚ со} 

ВР — Зеб па + Зән = 0, HE 

BY fas ~ "AU ya — 3plf ua t 2(8 т) un + ӘР == 0, 
IE (4.3.4) 
H EX STAT ож a ROS ө LATI Fin = Fu Fs = B 
Rh Weyl RIS озш, җен аби 
ku б=т» Ô, о Сафо 

反之 ， — к == g == $, FREORTER 
《4.1.287， 可 知 对 新 的 标 架 


Ё = s, ed p= 2 (a а) + D6,6 = erg. 
i š 


МЕЙЕР 名 一 5 二 8。 现 选取 8 j. 
тет D + 00-0. 


HTD-. rr ;， 此 一 队 线 性 偏 微分 方程 必 有 解 ө, ARY 
вки 

ë — ё = 0. 
作 类 时 旋转 (4.1.27)， 有 
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Ё = 420,6 = Ао,ё + E = A(a + ë) + DA, 
ë — 8 = Ale — ë). 
我 们 选取 4 使 
Dlog 4 + (e + ё)=0, 
即 可 选取 标 架 使 
i k = g = 6 = 0, 
作 类 光 旋 转 (4.1.29)， 此 时 
RE 一 上 8 一 0 一 五 FJ 一 ae 一 Be7z 一 rr 一 互 p 
— Во + BB. 
ПЖ р == 0, ДЈЕН(4.2.10), (4.2.19) TAI. Viri 0, 本 nw 一 0， 
BD Wol 张 量 是 代数 特殊 的 。 如 p 关 0， 我 们 选取 В 使 
т = Вр, 
此 时 ， 有 站 一 和 一 和 一 一 0， 我 们 不 妨 假定 原来 标 架 就 有 
x = z = q = zr = 0, 
н(4.2.9),(4.2.10),(4.2.11),(4.2.13),(4.2.19) %1] 
Dp = р, Шу = 0, 1 = —xp, 
Df = pP + Wuus8p = (а + 8)p — Фи. (4.3.5) 
又 由 (4.2.37),(3.2.41),(3.2.28) 可 得 
DY in = #оФЧ ins 8Ч = 28ү, 
8D — 08 = (à + 8 — z)D — p8. 
由 上 式 得 知 
Dlog Vy = 4o,8log Fun = 28, 
(8D 一 D8)log Уц. = 48р — 208 = 4р(а + L 
— x) — 208. 
用 (4.3.5) 代 入 上 式 ， 得 到 
4p(a + В) — 6F un — 288 = 4ə(@ + B — x) — 2р8, 


由 此 得 出 ,Wu = 子 #p。 这 与 (4.3.5) 第 三 式 矛 盾 , 除 非 mus 
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= 0, 因 此 .Weyl KERERE. RIA- 
定理 4.3.1 (Goldberg-Sachs) | 非 Q. 型 真空 引力 场 是 代数 特 
殊 的 充 要 条 件 为 可 选取 适当 的 拟 正 交 标 架 ,使 得 qe p = 07 
在 上 面 定理 的 证 明 中 是 选取 标 架 {eP} 使 得 更 uacp 一 
Xe Bs сёр) 中 «== 0,0; == 1, 把 GA Яі жати 
架 的 向 量 


а 40502! >. 


其 中 ` - 7 ec . Ася А 
c£! = nu obe ta?3, (4.3.6) 
容易 证 明 СМ 
С, == (eA Jiane Ng 7 | 
一 《cz)i<4ssz co 0c (4.3.7) 
Weed 00000 (38) 
显然 易 见 

a a fP 


是 一 对 自然 标 架 的 协 变 向 量 ， 同 理 令 “ 


71, т = 0, 


便 易 证 得 ` | 
б: = agaat Ps е}? = naeris 2. _ 
е? = ens rf е): = nadari’ .. (4.3.9) 
我 们 楼 证 明 elo RO ROAD. 一 向 量 POSSE SE 
lil; = 0, 
此 可 微分 向 量 志 Р 称 为 测 地 线 族 , 若 满 足 方程 
| hal = фә 0 c (4.3. 10) 
9 是 一 标量 场 . 
由 于 方程 
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x ln 
du 
任意 给 与 初始 条 件 xi(w) = xi 后 就 有 了 唯一 的 解 , 即 通过 xo 点 
有 一 曲线 = 一 xi(w)， 它 的 切线 方向 就 是 凡 。 由 (4.3.10) 得 
知 ,此 曲线 满足 


x: Pidx* dr н 
"du M ET Фи. (4.3.11) 
作 变 数 变换 
r = "(»), 
方程 化 为 ' 


(zs + dx* dx 3 ( dr ) dr асы dj 
|(——|#=={ф-— — — 
dr2 Mrs dr du du du du^ 


选取 +， 使 得 


du* M du -9 
则 (4.3.11) 化 为 | | 
dixi jy drè dr ` 
一 一 十 —— — = 0, 4. 
dr? M, dr ағ (4.312) 


此 参数 称 为 测 地 线 的 念 射 参数 。 0 | 
женш 435) 定义 的 向 量 中 ， ci^ ARAWD, д 
steel = тосе = де = 0, 
е (4.18),(3-1.5),(3.1.2Ув[] 


T авсб = в+кГ?всвБ == в arT Telosp 


1 
一 > saf oriobiocpet.) 


== 21 С + l l Jed Je XM ctp 
2 Әх! jk 


la Be 
„(8 UM 十 p eon )ч{не ное в? на Kg USD 
2° Әх! 
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_ — (Bean. 十 MS Jebebortae! воб. 


2. 8v 
Ен Gokdberg-Sachs 定理 可 条 
= Е дү, ) 


X ctoctoc 和 ee oitoti 


де k ) | 
ткен 十 Г еў 
2 =+ Әх? | l ke, CC) 


— (Bem. 十 I Jem. Jelet 
2\ Bx/ lj 


1 
ы [олноо 一 “onye 和 jct. 


由 于 Я | 
ёте» = nx = 0, 


故 有 


An 
em); eyes == 9. 
据 (4.39) 可 知 上 式 的 旋 最 形式 四 
«Green (u P Mn) = 0, 
由 于 "za4 一 0 E тоа? = —1, 得 出 


nq nae = 0, 


earje + “如 cai = 0, 


必 有 
1] Субу св = pras 
用 s RER, 得 出 Е 
| msn P CD 一 Prana. 
из А.В 互 换 ,与 上 式 相 加 便 得 到 
л? (лав) ер = ($ + Ф) зев» 
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ЖЕП 
equat) 一 pemp = p + 5, 
这 证 明 со 是 测 地 线 族 。 我 们 得 出 
EH 4.3.2 对 于 一 代数 上 特殊 的 真空 引力 场 ,pcpz ^2" 
zz 一 0 的 重 根 а, 对 应 的 向 量 场 < 和 是 一 零 测 地 线 族 . 


$44 平面 波 前 引力 波 (PP 波 ) 


用 旋 量 的 方法 来 解 引 力 场 方程 是 十 分 月 效 的 ， 可 参阅 
Newman 等 由 Кіппегзјеуй1, Rh AES, Ap gs pA 58 A BU oC, 
可 惜 这 些 方法 都 是 十 分 之 繁 ,作为 本 书 的 内 容 并 不 合适 ,并 且 
其 所 得 的 解 的 物理 意义 往往 没有 比 用 张 量 方 法 所 得 到 的 解 清 
楚 . 因此 这 里 采用 能 得 到 物理 意义 更 为 清楚 的 PP 波 解 的 方 
法 ,仍然 治 用 张 量 的 方法 。 所 谓 平 面 波 前 引力 破 (glsae-fronted 
wave with parallel rays。 简 称 PP 波 )， 是 考虑 存在 一 个 反 称 
ЕЮ Wii 一 一 琴 避 ， 其 协 变 微 分 为 零 的 真空 引力 场 的 解 
(HL J. Ehlers 等 中)。 这 种 引力 场 必 属于 NN 型 ,但 不 是 全 部 入 
型 嘉 宅 引力 场 的 解 ， 全 部 N 型 的 解 是 可 以 用 旋 量 方法 得 到 的 
( 见 文 献 [8]), 甚至 加 上 一 个 纯 电 磁 辐 射 的 能 量 、 动 量 、 张 重 
的 非 真 空 N 型 引力 场 的 全 部 解 亦 可 得 到 . 

首先 证 明 : 

定理 4441 Woy 张 量 属于 N 型 的 充 要 条 件 为 存在 一 非 
零 的 类 光 向 量 $7 使 得 

Cyu = 0, 
证 Ж C, 是 N 型 , 则 其 旋 量 形式 
C siprceph = ¥ авсоватвев + WErcH 6 anecp 
rR, Ш sa z 425282 = к(оңа! 十 cz) 可 选取 氢 正 交 标 架 ,使 
а = 0,0; 一 1， 于 是 有 Puso = 0. 令 a? = Ра, Wi 
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Ф авсра? 一 0. (4.4.1) 
由 此 可 知 
С ,sspcapRa at = 0, : - (442) 
化 为 张 最 的 形式 即 veo 
` C abeak == 0, (4.4.3) 
其 中 ， &° = a aos 显然 是 类 光 的 ， 
反之 ,如 果 E" 是非 零 的 业 光 向 量 适 合 (4.4.3), 则 det(&0。) 
一 0， 因 此 可 写 为 £o! = aa, фое 使 得 (4 4 2) RM» 
于 是 必定 (4 :4.1) 成 立 ; 此 即 
Y asco“ = 0. 
不 妨 假定 (人 = (0)。 否 则 作 SL(2,C) 
于 是 除了 Fus 以 外 所 有 Uo 0. ERN Uaacosaz]s 
AURR. TE Wy 张 量 是 N 型 ,定理 得 证 。 
. X3344.2 设 有 一 反 称 的 可 微分 的 二 зек шй 
Wh 一 —Wy 适合 | 
WitWi = 0, WwW, : = 0, ... (ллу 
及 | 
Waiz = 0, (4.4.2) 
则 能 选取 局 部 坐标 使 得 度量 化 为 如 下 形式 
d? = ldd — (аж) — (ах) + 2H(di*y, (44.3) 
其 中 H = Hrs) 不 包含 x°; 由 此 可 知 Ricci 张 量 为 
MEE (>, aman at. (5649 
Ж 取 {ei} 为 一 组 伪 正 交 标 架 ,使 得 对 于 此 组 标 架 
0 E, Е, EN ` 


| —E.. . 0 H; —H; 
Wa) = i 
Wa) —E,—H, 0 Hj 


—E; Hi —Hi 0 
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则 由 计算 中 可 知 
ИИ, = E: — Hw = E.H, 
由 于 定理 的 假设 可 知 E: = P.E . H = 0， 我 们 可 作 标 架 的 
三 维 空 间 的 旋转 ,使 得 
E, = Ну = 9,E; = 0,H, = 0,Ез = Н,. 
对 于 此 正 交 标 架 


0 0 0 1 
0 0 —1 

C») = E , 
0 0 0 


—1 1 0 0 
BIW = Е,(8% — 83) = Е›[ (ә — 82288 — (8) — 8281]. 换 
为 自然 标 架 有 
W ir = Ema — Еро EE; == 0, Ебру == Onin 一 —1. (4.4.5) 
由 此 可 知 


WaW” = ЕЕ, (4.4.6) 

故 由 假设 得 知 
Ба + р 0. 0^ (4.4.7) 
换 回 正 交 标 架 有 | Е 
Бе + ЕЕ,» = 0, (44.8) 


其 中 OE Ea — 82). m, = д. [ҢҢ ,УЯ И a = c= 0; 
а=с=1;а=2,с=0;а=3, c = OBI EH. Foy = 0, 
Ey, = 0,55, = 0,54, == 0, 此 即 证 明 : 给 与 张 量 . Wi, 满足 条 
件 (4.4.1) 和 (4.4.2), 则 存在 向 量 5, 使 


En = 0. (4.4.9) 
由 于 Е 
Or, Or 
Suha быш 


故 有 函数 w 使 得 与 一 би. 作 和 坐标 变换 P =at, p= m, 
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v == 2, = w， 则 对 新 的 坐标 有 E= 中 TRIS BOE FOE 
标 就 有 
š; = 8}, (4.441) 
此 即 (4.4.5) 化 为 mE 
Wia = 0/94 一 na (4.4.12) 
由 于 | 


үлек t Р Wan + Wi + Wu = 0, 


特别 是 


HB A,k= 0,1, 2 时 ， 有 
加 有 十 B = 0, kk = 0,1,2, 


Ox* 
ын FERRO. 
9j == z, 7 一 0,1,2, 
TK т; 可 号 为 
= 2v + a(»— 88... (4.4.13) 
取 坐 标 
和 
于 是 
= | _ӦФ. — Әх* 
n E + aè ( as a)l or 
— 8 + a(n- 2, 
故 不 妨 假 定 原来 坐标 就 有 


a 66 


п; == 8} + Smo 


(4.4.14) 


其 中 5 与 原来 的 不 同 , 并 以 之 代 人 (4.4.12) 便 可 得 


Wi, 一 86, — 616) = ду. 
对 于 伪 正 交 标 架 


wi lau = Ёш st — nb 


= EQ —8u + дь) = E,[ (8; 一 5228; 
— (ai — 8)28;], 
故 对 自然 标 架 有 
W == 55, — Erbi = Bib. — бубу» 


其 中 Z= ge, лу = 0,8; = 0,00; = —1, 


= 0 可 知 如 前 面 一 样 证 明 


Ox! 0x 
并 可 取 新 的 坐标 
x x°, XX xt), rr, 
使 得 
č; == 8j + 530, 
因而 有 


W == 818; — 810; = бу. 
H1(4.4.5),(4.4.6)18 14 
Q = EL, m gia = g”, 
0 == Ein; == gRSICEk + B1) == g", 
Q == PD; g'k8 (8, + C401) = g^, 


(44.15) 


(4.4.16) 
又 由 Wika 


(4.4.17) 


0 = Dj = gA a + 2,5) (0, + 0331) = g^, 
-1 = nin; =  *(8} + ладі) СӘ + $301) = р", 
—1 = Dp = g*(8; + 6305) (91 + 0301) = g^, 


得 出 


EE 


m 2" —1 00 | 
(g^) (dg? .0 —1'0 5. 
g? 0 оо 
故 其 逆 方 阵 为 下 述 形式 


/0 0 о gw 
0 —1 0 "gal 


(еза) 0 o =} £i , 
8o go ёз £: 
其 中 E | 
. ` E ` S01 2. 02 
ge 一 1/g?, gu 一 =, £a t 
g g 
.. f , ga = | g. + (gy + Се > 
(2)? 
即 度量 化 为 | 
dá == pgds*dx? 十 2gpydx!dx! + 2gndxidx’ 
+ ga(dx?)! — (dt) — (deN (4.4.18) 
不 妨 假定 2з 
gm 一 1， (4.4.19) 


TRIER UHR ` 


о t А 
* 

一 | guts x! x2 x) ) dt Z: =з P 一 YQ == z, 
0 


使 之 如 此 。 57007 
BT | ` 
0 = Ej = 91 --| 3 } | 
ЈА 
1а (28s " Ogor — ĉea) = 1 gr 
.2 8x* Ox! Ox? 2 д 
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故 可 以 知道 
дә =з дез = Ez 
Әх" Әх" Ox? 


Bp £15» Ез; 83a 不 包含 to 
тш аш} 
Ri 


= 0, 


取 7 了 一 /一 3， & == 2, 便 有 
р = 1 К 十 D — 2) 


Өх? Әх? 
1 9z; ，8g ` дез. 
+ — „п 
2 š ðr? Ox? Ox! 
= —-1(Эгз 2) 
2\ ðr? дхї Г’ 
故 存在 标量 c Ж x 使 
aS Oo Е - ] Әс 
m о’. ET 
取 新 坐标 m 
X? == x° 十 Bx! x2, хз), zi = xš, 7 一 1,2,3, 
有 m a Е 
Өт дс дс 
ds? == 2 ( dx? 十 By dz + EE dx? 十 EX dr a | 


十 (es — 259 aer — (41)2 — (gy ` 


= dx di) 十 doi PPP — Са) 一 (22)2, 
这 证 明定 理 (4.4.3) 成 立 . 


о о о Ñ —2H о д. 
и 一 1 0 0 | 0—1 од 
А = /天 = 
e», ш орао о eo] 
1 о 02H ` 1 0 оо 
(4.4.20) 
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显而易见 | 
| | [0]. OH 
MEM FEM EM P 
m E P3 Mi P Mis 55, 
其 它 | i } = 0. (4.4.21) 


ki 
此 外 ,由 于 
у = 一 fil. 1 8loglde( | o, 
det( gi) M 5 0 


t nada] ol} {etd * GHI 
n 3l | 7 M | Í; r | 


很 容易 地 便 可 知道 
Н OH 
Ёз (Ory + С?З Tory? RUE Ri = 0. 
这 证 明了 (4.4.4》, 定 理 完 全 得 证 . 
由 (4.4.4) 可 知 | 
OH Н 
Ё = АБЕ, А СУУ. + Cox 
其 中 名 是 类 光 的 , 因此 有 
R; šA = 0, R = R} = 0, (4.4.22) 
E | 
ЕЕ ы == ын — ы == 0. 


ЖЕҢ (2.1.3) 可 知 
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Смы& = i (г, ЕЁ — BaRa)" 


一 AGE — ЕЕ) = 0。 


应 用 定理 4.4.1 可 知 

定理 4.4.3 在 定理 4.4.2 的 条 件 下 ， Weyi 张 量 必 属于 
МЯ 

此 外 ,有 


定理 4.4.4 在 定理 4.4.2 ЖЕТ, (4.4.3) 是 真空 引力 场 
之 解 的 充 要 条 件 为 
&H OH _ 
Xy; (5: = 0, (4.4.23) 
Жанж& s. 
作 坐 标 变换 


Xf 二 x, xY!-—-1:—5, xl = у, х= в, 


HH = H(y,z,t 一 z). H2; fi(4.4.3) n A] Hi ё 


BI H(y,z,: — *) 是 波动 方程 的 平面 疲 前 解 , 但 这 里 讨论 的 是 
引力 场 ,故此 解 称 为 平面 波 前 引力 波 解 . 
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$ 5.1 туйн 与 微分 映照 


-EM ERATA Hausdorff 空间 ， 且 是 局 部 欧 几 里 
德 ,此 即 每 点 p e 中 ,有 一 邻 域 吕 及 一 吴 照 x 把 拓扑 地 映 为 
欧 氏 空间 R” 的 一 开 集 , 则 9л KRA m ЕЈ. (U,x) og m 
的 一 个 图 (chart) ， 乙 称 为 坐标 邻 域 ，x 称 为 此 邻 域 的 (局 部 ) 
EER. Оа 点 经 x 对 应 的 R” 中 的 点 x(4) GOD, 
… ,xz"(9)) Ж 9 点 的 坐标 。 有 了 时 为 简便 起 见 , 称 x = (x'， 
… sx”) 为 观 的 一 个 (局 部 ) 玲 标 系 .注意 ,最 一 般 的 流 形 定义 
并 不 一 定 要 求 具有 可 数 基 , 但 我 们 所 考虑 的 流 形 , 便 于 在 其 中 
考虑 积分 等 原因 ,加 上 此 条 件 . 
‚ 流 形 天 上 的 一 个 图 的 集合 并 称 为 C* 图 册 (t 之 1)(Adas), 
如 果 适 合 G) 任 一 点 pe Sui — EIU ,x) € %,#ËE p € U; Gi) 
ERE (Ux); (D ,z) € 3, 若 UnÜxeo, 则 rox z(U П Ü) 
— R"& СА (k 次 连续 可 微分 ) 的 映照 , Zom 称 为 (局 部 ) ЧЕ. 
标 变换 。 哎 称 为 C 微分 流 形 ,如 果 它 有 一 个 С^ 图 册 。 今 后 
除非 特别 申明 ,都 是 在 C” 流 形 上 进行 讨论 . 

如 流 形 M 有 一 个 实 解析 图 册 , 即 条 件 Gi) 中 的 坐标 变换 
хох 是 实 解析 的 , 则 称 为 实 解析 流 形 . | 

ЕЛУ В СЕ т = 27, 并 且 当 把 К” 看 作 是 nz 个 
z == (а!,---ув") 所 成 的 空间 C" 时, 有 一 个 复 解 析 图 册 

> MERRI Gi) 中 坐标 变换 zoz7! 是 全 纯 (holomorphic) 
"- Вр Zoa! 的 坐标 表示 
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#°(р) = f'(3109),--*,2"(9), pEURU, 

Жр (ОПО) 上 的 全 纯 函 数 , 则 M 称 为 > ИИМ. 

Ti SUÉEAC AS ССК, 实 解析 成 复 解析 ) 的 图 册 %， 而 
(U,x) ӘНЕ, (U ANA 仍然 是 天 一 类 列 图 肌 ， 则 
(О, х) 称 为 可 容许 图 ，U 称 为 可 容许 邻 域 ，* 称 为 可 容许 坐 
жж, ШЖ РШ 的 任 一 可 容许 图 必 属 于 A, ARA 
и 实 解析 或 复 解 析 ) 结 构 . 

。 设 ña)... Ga) FE R" HERY фаду Ck uri 
Кер Rr EA | 
hx) = - - ` == ря) = ГУ 

的 所 有 = 点 组 成 的 集合 。 落 函数 皇 阵 


SEV LEY r, MMAF V ARETE MOS 
m— г C* Р 
实际 上 ,对 在 一 me M, h га ZW py кто 


9h.) 

Є 32%) 
# s= xo JER Л Вара EA E ÑIN, # Fip яв 的 ) 邻 
R U, 使 得 ПО, 的 点 的 坐标 能 表 为 

т н xim), jm d, +°. r; 
жр; йал 是 1 除去 了 f`` "эз, 所 余下 的 数 , 迹 
B (ун 一 ab Too Gl" — xin е2, Baur, 
q^ 是 xen, axm 的 Ct 的 可 微分 函数 ， 
SIL 


对 另 一 点 ye ЭЙ, 同样 有 7 中 的 邻 域 D, ERNU, K 
Ж х 的 坐标 能 表示 为 
rik = фїк(хїт+\,- . (xim), & —1,::*,rf, 
(xir — yhti)? + +++ 十 (xim — yim)! < si, 
其 中 herus 是 1 :六 的 一 个 排列 ， 

如 有 хє QK YU, ПСПО, ), VE ieasccotofs ЖЕ а, 
эю» 中 有 /个 相同 ,例如 uaa m л, = i 则 ¿Lao 
tsim ЛЕ Per ШЗ, Ж ўны m ast 

jm = im- 由 此 可 知 


xirti == ph(xirti, ... rm), 


xir === parit, ... rm), 


xir 一 xir, 


xim == діт-і, 
这 就 表明 局 部 坐标 变换 是 C^ 可 微分 的 ， 因 此 Mm E C* 可 微 
分 流 形 . 
这 个 例子 是 有 相当 的 普遍 性 , 因为 据 Whitney 的 定理 , 任 
一 m 维 微分 流 形 可 安装 于 R” 中 作为 微分 子 流 形 . 此 外 , 如 
69), fuo) 是 实 解析 的 ， 则 上 例 中 的 流 形 叉 是 实 解 析 的 
m — r Ж; 如 gor f) Ж C" 的 开 集 了 中 的 全 纯 


函数 ， нвн 2 L 在 了 上 之 秩 为 r, IME л 一 + 维 复 流 


形 . 
例 二 . 令 P 是 Cr" 中 过 原点 的 ( 非 赔 化 ) 解 析 超 平面 , 即 
性 一 组 不 全 为 6 的 复数 《py bui). 而 已 是 适合 线性 方程 
pis! + ... 十 Рав") =з () 
ЁО (zt... ,2111) € С" Ñ) ТАНУ, 此 平面 可 以 用 一 
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BURXE268ER (р, tt Рон. : (= ` Фазл) 
另 一 组 不 全 为 0 的 复数 ， 它 所 代表 的 平面 亦 是 请 的 充 要 条 料 
为 有 一 - 非 零 复数 1, [iid Gans rogue) "= prs ts Арал). 
所 有 过 С°З 的 原点 的 #4 维 解析 超 平 面 所 组 成 的 空间 称 
为 二 维 复 投 影 空间 P"(C)， 令 U, 表示 所 有 了 以 ist орача)» 
Ра 半 0 为 代表 的 解析 超 平 面 , 于 是 UU。 中 的 起 平面 可 写 为 
Bt tt 
Pa Pa i pe, aa 
+ Patl pth = 0， D 
P. . . 
它 是 与 一 组 数 (#1,: гав). 一 一 对 应 ， 其 由 p = pi/b.> ` ` 
二 = pay pus E" = s "38" == Рет Ba- 亦 即 U, 的 点 
рЫ C* 中 的 点 一 一 对 应 ， .。  . 
显而易见 ， 0 ,U,418 P'(6) ТЕЗУ. JEU, по, 
(xa <# < < n c rig ААТ 


= pp, = Ë E ŽIKA, tn 
Ра В vat n 

| | | мы. " 
Ë“ = pup, = Pat Pn Pati = Š" xb 6068-2, 


. mu - с" Е 


. ge m palpa = т 


SO a ИЕ с эр S "oo. < 


drm palle = Be ы =E, 当 0 < kS n: 


HAC, ,5") 是 Us 的 局 部 坐标 系 。 由 此 可 知 ， FAU E) 
RERNA, 因此 PC) 是 # 维 复 流 形 ,… $ 
同样 可 定义 实 投影 空间 P"(R), 即 由 过 RH ARAR Br 
有 双 维 超 平面 的 空间 ,这 是 m 维 实 解 株 流 形 . 
WRR EMN 是 一 一 对 应 的 称 为 举 射 -《injection); 如 
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KM) = 9t, ШЖК f 29185 Csurjection), Zu f 与 逆 映 照 广 ! (如 
果 广 : 存在 ) 篆 是 满 射 , 则 称 了 为 双 满 射 (bijection)， 
УЖ ЭЛ E; 9t Z 5126 m 5 п 维 微 分 流 形 ,映照 7:99 = 9t 称 
为 可 微分 映照 , 若 (U,x) 与 (PV,y) 分 别 是 эЛ 15 9t Boy pd ue f WR 
制 在 U 上 时 ， РО у, Wl yofox *:x(U) — УСУ) 是 微分 映 
М. Æ TERRI АРЫУ ВАО, Д f КАВ. 
fi ЈЕ ЕЕ p € 9U, 必 有 坐标 邻 域 U, 使 pe U. d 
9t, 为 加 点 的 所 有 向 量 所 成 的 实 线性 空间 (网 S 1.5), My 称 
为 清点 的 切 空间 , 微分 映照 f: t — 91, DS КЕШ 900, E Ne 的 
— “ЕЕЕ CUL, S.1.7) fa Mo 一 Оу, ШВ ДН ТЕ p 的 秩 
(rank) 称 为 r, Æ h) 是 和 ww, 的 > 维 线 性 子 空间 . 
4 (U,x) 是 ЭЛ 的 图 ， PEU, (У,у) 是 9 的 图 ， q 一 
Їр) є V, W] yofox^ 的 坐标 表示 
y*(4) == FGO), a1, n, (5.1.1) 
其 中 f 是 x(p) 一 (x1(p),…… OE x(U) 中 的 可 微分 
函数 ,(5.1.17 称 为 映照 革 的 局 部 举 标 表示 ,在 不 致 引起 误会 的 
时 候 ,简单 的 可 写 为 
у° = PG), a= 1,++*›я, (512) 
显而易见 ;映照 1 ЛЕ Р 点 的 函数 矩阵 
(2-) — | af,- ТЭ] 
Ox /* O(x', x7) Jah 
之 秩 ; 即 此 映照 在 p 之 秩 ， 如 了 在 ?之 秩 为 то, Wis 是 内 
射 3 如 了 在 ?之 秩 为 n, MU fas 是 满 射 。 由 隐 函 数 定理 可 知 : 
命题 5.1.1 设 EMN 是 微分 映照 , 则 
(i) 如 fxs 是 内 射 , 则 存在 % 与 9t 的 可 容许 图 (U ,w)， 
peU 55 (V, v), КО V 使 得 
si (q) = s!(f(q)), j= 3, m, 4€U, 
特别 是 , Т FRUI /CU) 的 微分 同 有 是， 
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Gi) 如 f.» 是 满 射 , 则 存在 M ig 9t SEE ҮР (Uu); 

PEU 5 (Ve) f: U — V 使 得 
v*(f(q)) = u*(q) @ 一 1,: эт, q€U, 
特别 的 是 ,映照 f:U — 90 EFRR, 

(üi) 如 f., ЖЮ, 与 9h ВЈ, У 在 的 一 个 名 
RU rh Pl: F Ке 38 V, FHERR Ии 
是 可 微分 的 .。 

‚ЖЕЛЕ КЫ f: SIR NKIR, in f, 在 每 一 点 p EM 
是 内 射 , 此 时 我 们 称 M E FE REA % rh, RM J& BAG 
流 形 ,如 此 时 的 f LERH ШКО 238... ЖЕ ,9n( aR CMY) 
Жк NARRET ЖОЮ АКУ ЈИ, (COO S EL ,也 可 以 
不 具有 相对 于 N ВР. | 

例 三 ， 令 T= [Gs e C||z|=1, ПЕТРЕ 
ЖЕШ. о, 为 实数 , Н.Е о/о, 是 无 理 数 ， 映照 ЕЕ Т, 


使 得 
_ гі» Çet зе eat), | 
жа; 1, f 是 一 一 对 应 的 ,因为 如 有 ел, 848 
etit, = сіт", с‘! == е“, 

则 必 有 mk: — л) = 2k, о(— n) = 20, ku Ку 均 为 整 
数 ,但 а/а, = k/k 是 不 可 能 的 . BIA, ER> Т! 是 一 
ZE, HRR Р 引进 5 = KR) 的 拓扑 ， MM 
于 T: WE Xm Е, Са, а) T 上 任 一 点 , 必 有 实数 
в, Е ар оо, МЕЙ k, 有 s= е" е", 

令 z? = б» я) = eine, ` 
则 (21,2 € S EHF x,/a 是 无 理 数 ， 据 数论 的 熟知 定理 ( 例 
MED pE ,289 T), сида СА == 0,+1,2,---) 在 回 周 
|| = 1 上 到 处 稠密 , 因 之 任 与 s> 0， 有 整数 人， 使 
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[22 — 22| < g, 22 = ef. 
这 表示 5 的 点 在 T RAE., Ж 3 的 拓扑 是 相对 于 TU. 则 5 
的 任 一 开 集 Upit 
U, = { (1,82) € Cg! = citt, = ei, |+] < s), 
必 有 7? 的 开 集 器 ,使 U = SNU., Ж (else) € Uy, WJ F TEB 
证 明 必 有 无 穷 多 个 (2i; z;)€eU, 其 中 


k 
zi = е Gott), g == cioe tT) 


这 表示 гюе» HR (s2) Є U, 但 可 选取 А, (Ж 
[to + ?一 E «|> =, Сао, 22)Є0,, ЈАН, й 3 的 拓扑 非 


相对 于 T. | 

我 们 回忆 一 些 拓 逢 的 名 词 。 拓扑 空间 ЯЛ 的 一 组 集合 
(Uh 称 为 局 部 有 限 ,如 任意 p € Wi, 必 有 一 邻 域 ,使 得 口 最 
多 与 有 限 个 U。 相 交 . 


{0.}, 称 为 M А Ж, 如 WM = ^. nu {Vedaey, 


称 为 覆盖 (U.)., 的 加 细 ， 如 任 一 ЄЛ, VA ae J, t 
VCU. Hausdorff Zz|H]Ek20[5 KC (Paracompact), d 599m 
任 一 开 覆 盖 必 有 一 个 局 部 有 限 的 加 细 开 覆盖 . 

二 面 的 引 理 见于 通常 的 点 集 拓扑 书 中 (例如 邦和 clley[9) . 

引 理 5.1.2 Ж % 是 局 部 紧 并 有 可 数 基 的 Hausdorif 空 
HUn EHR., 此外, 史 : 中 任 一 局 部 有 限 开 覆盖 【7ejee， 
必 有 9л 的 一 个 开 履 盖 (UL). 适合 U.C. 

й ФЕ 97 上 的 函数 ， 史 的 支 集 ѕирр(Ф) Ж Ф(р) = 0 的 
P 点 集合 的 闭 包 ， 

引 理 5.1.3 ink ERDHE Л 的 紧 子 集 , UEN 中 包 
ёк Юж, Шй M 中 的 非 负 可 微分 国 数 中 适合 Ф(р) > 
0, Hp EK; AQ) = 0, M рє – 0, Ho RI. 
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证 H- 9 ЖЛ. fE— pe 天 ， 可 选取 坐标 邻 域 
U,, 其 闭 包 0, 是 紧 的 且 包 含 于 U。 取 Vs 其 闭 包 包含 于 U». 
HK RB, 我 们 可 以 找 册 有 限 个 如 此 的 分 域 Vis ……，F: 把 
玉 盖 过 。 对 每 一 个 坐标 邻 域 U。, 可 以 构造 一 个 非 负 可 微分 函 
数 bas WE Va E, Pa > 0; suppp, CU, (a = 1 1) 于 是 


1 1 [a 
$ =>; 4. EK EXT. зиррф„С U sppyeC UJ UCU. 
由 于 TERK ж suppó 也 是 紧 的 ， 引 理 得 证 . 


W (V. e ЖЛ BOUUSJT RES, 可 微分 函数 的 集合 
LA 称 为 从 属于 (У). 的 单位 分 解 .如 果 适 合 (i)0 < 
PaL 1; заррф,СУ,; Gi)(suppo,) 是 局 部 有 限 的 ; Gil) > 
Palp) = 1 对 任意 pes 

定理 5.1.4 (单位 分 解 定理 ) 任 与 微分 流 形 9 的 局 部 有 
ШЖ {V。)。ej， 其 中 每 一 也。 是 紧 的 ， 则 存在 单位 分 解 
{Pujas MEF {Va}. 

证 据 引 理 5.1.2, FENER. Jach U. 元 cz .使 对 每 一 
y。 有 一 可 非 负 微分 函数 加 在 也 上 大 于 0 在 久之 外 等 于 0。 


FEP 9,0), ЯНЕ РЄ, ЖЕТА Vo 故 上 和 
号 中 只 有 有 限 项 不 为 0， ш {0.) алив, BDA: > 0. 


Ф, 
ве = уг BROS ө. <1Ж aps ca Eel. 
| eun 


故 定 理 证 毕 . 

在 41.5 中 ， 曾 定义 张 量 与 外 微分 式 等 ， "m 
及 标 架 的 选取 无 关 ， 因 此 完全 可 以 用 此 定义 来 定义 一 个 流 形 
驱 的 点 乡 上 的 张 量 与 外 微分 式 等 。 并 且 可 用 此 定义 听 中 的 任 
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一 开 集 及 上 的 (可 微分 ) 张 量 场 肥 外 微分 式 。 
EM ЕА r RAÄ co, TE SUIS — EI (QU x), U E: 
标 邻 域 ， “在 上 本 表示 为 


со 一 = a; (x Cp) )dxh A +++ Ada", 
| r 


如 果 所 有 的 aroile) == 0, BRIM o E Р 250, 

—4 m ОЕК SE SET BU, AURIEXE— 4 ES 
B m YR c Ж 0, 

An ДЕРЕ Н, ci 与 e. 是 牟 中 两 个 无 处 为 0 BO m К, 
则 有 连续 函数 f, 使 or 一 боз, Дф f REE > 0 或 恒 < 0. 
如 果 恒 有 Y > 0, 称 ov 5 ow 为 等 价 的 。 观 上 给 了 一 个 定向 ， 
即 选取 w 次 式 的 一 个 等 价 类 . 

定理 5.L5 是 可 定向 的 充 要 条 件 为 能 找到 一 个 哆 的 
图 册 OL WE A RERE (7,2, (0,0) 5 UNT v в, 
局 部 坐标 变换 For 的 函数 行列 式 det 90 # peunt. 


证 我 们 无 妨 假定 S 是 连通 的 . " " 有 一 无 处 为 0 的 
ERRA co, 9 是 ЯЛ 的 一 个 图 册 , (U x) € 9L, ZE U rH 
m k Ñ 

cy = dxl 人 .人 dzm， 
则 当 w 限 制 在 中 时 可 写 为 в = орого ay 是 5 上 的 连续 函 
Ж, 我 们 要 ap > 0, 如 不 然 ,我 们 把 坐标 系 (xh, ,zx”) 换 为 
(725,25, 505,2"), 即 把 图 (U,x) 换 为 (0, х) 
xix}; He »* -xzm) > С xlyx1, 7 exe т) 

如 原来 av 0, 则 就 取 (U х1) = "— 这 个 新 的 图 册 
{(0,х)) 就 是 我 们 所 要 的 ， 如 果 有 (U,x) 与 (8,2) 属于 此 
新 图 册 , 而 且 Ünu = + д ОПО 上 ,有 


спо = 2000 == agog 
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ор = " or 同时 or == det S us Bii ч 2 — 6 =% > 0, 
KZ ENHA ЗЕ G yE FERJ 39 EE 5. ыз {5 
紧 的 ,我 们 可 以 取 一 局 部 有 限 开 覆盖 {Uojos, 其 中 每 一 0。 包 
含 于 某 一 个 所 的 坐标 邻 域 之 中 。 并 且 阮 是 紧 的 。 据 单位 分 
解 定理 , 有 从 属于 {U} 的 单位 分 解 Coles. 由 于 Ú, ЖЕК 
Ф, EBRAR z, 在 U. 定义 
0, = dx! Nee Аах" 
RE DRIE MRR a 0 мд —— Ж 


Ж pe 现 ， 至 多 属于 有 限 个 V. . > Uap m D. AU; 中 
坐标 变换 为 zaorit WE | | 


< I | 


ө, ; 
ТЖЕ Р, У: ваб zs 7 0, ИН o ЖА е, T" 


Ox, 
可 定向 的 ,定理 得 证 。 
注意 : ко 
一 个 可 敏 分 的 m 次 式 无 处 为 0. 


$5.2 Stokes 定 = 
4 вт = {©л, + en] 2 0). ev RR 的 开 
集 ， 函数 称 为 在 VV 可 微分 ， 如 果 有 一 Rn FERE УО 及 
з ЛҮК m, E Tl =p. EVRA R ERIR 
FUIS TBS х. 
БӘ ЭЛДЕ АН А0 Hausdorff 空间 ,有 有一 组 图 {(U,， 
OPERE ҖЕН (U,), a ECTS E PREIS] 
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为 ЕТ 的 一 开 集 ， 使 得 任意 aspeJ， 当 UNU, = ф W, 
Ф„°фв\ PUNU) — ЕТ 是 微分 映照 ， 我 们 称 跑 是 具有 
边界 的 微分 流 形 。 pe % 称 为 内 点 ,如 有 一 图 《7 ,op)， 使 得 
p€ U,q(U) dk К” 的 开 集 .如 不 是 内 点 的 点 就 称 为 边界 点 . 
令 Ə% 代表 91 的 边界 点 的 集合 。 注意 p e 9， 当 且 仅 当 有 
一 图 (U,w), 使 pe 0,Ф(0)с кт, Н pl) 一 0， 对 于 
如 此 的 坐标 系 p- RUA 

ӘХ ПО = (p€ U |x! = 0, Ж plp) 一 (xl x"))}. 
显然 К" 到 Ro WRR (х!,--+,х”)К—> Саг, am) PS EE 
出 o9 QU 到 R -FRR АИВ Ф. УЬ, ж 
(Usp) (Ui, 是 MHATH, MAUNU = Ф, W| 
ф›фу DMR OMNU, AMNU: БОТА АУ 

die l: (O9 ПО NU) — Е"! 
是 微分 映照 
pp i pU ПО!) — R”, 
限制 在 x! — 0, AE duoo7! EDRR, JERR . 
定理 5.21 微分 流 形 9Л 的 边界 o9 有 一 自然 的 微分 结 

构 , 使 之 成 为 微分 流 形 。 此外, 097 是 M 的 闭 子 流 形 , 并 且 对 
于 zc6gi 的 869 的 切 空间 (0990), 是 M 的 在 P 点 切 空间 
的 子 空间 . 
| 注意 ,我 们 说 了 在 pe 6 是 可 微分 的 , 即 有 一 图 (U，,x)， 

pEU, {H fU — R( 或 C) 是 可 微分 的 。 根据 定义 , јох 


x(U) 的 R” 的 一 邻 域 可 微分 , 因此 对 于 向 量 x = 9. P 
Xf 是 有 定义 的 ， 如 此 的 向 量 组 成 的 实 线性 空间 , 即 驶 在 点 
的 切 空间 Mo, (OS, 的 切 空间 是 由 向 量 了 一 Уш -2 


j=2 Ox p 


组 成 信 实 线性 空间 ,显然 是 M, 的 子 空 间 。 
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对 任 一 点 рє ЭЛ, ОХ € Mm。 称 为 正 的 (或 者 是 ON 
的 内 法 线 ), 若 对 任 一 在 乡 点 邻 域 的 可 微分 函数 f 0, (р) 
一 0， 必 有 X/2 0， 并 且 至 少 有 一 个 f > 0, f(p) = 0 使 得 
Хү 0. РЕ 9t HAR, MHE r 点 的 邻 域 的 可 微分 函数 
适合 f 之 0 而 1(p) = 0; 即 在 $ 点 是 相对 的 极 小 值 ,必定 所 有 
J 的 一 阶 偏 导数 在 绢 点 等 于 0, 因 而 ХУР) == 0, 即 如 此 的 向 
量 X 是 不 存在 的 . 

命题 5.2.2 设 рє O9 MU EMKA pE U, 
使 得 x(U)CRT?T Н х(р) = 0, 设 

x= oB), 
则 X 为 正 的 , 当 且 仅 当 c! 0, 

证 如 ff 之 0， 在 的 邻 城 可 微分 ， 且 Hp) = 0， 令 

fo = hs ШЕ х 一 0 的 邻 域 有 Taylor 展开 式 
A(x) = Wy + o( |z |). 


据 假设 ,h(x) > 0:3 х1 2 0, 必 须 230 = 0, 2,-..,m; 
DA. > 0. 因 此 有 xj(o) = с! 2000) ,由 此 可 知 ,x 为 正 必 
须 C1> 0, fif; C > 0, 则 Xx! > 0, 定 理 证 毕 . 
命题 5.2.3 若 pc 9, X, 5 X, ЖЕТЕ P 点 的 正 向 
量 , 则 有 一 数 А> 0, 使 得 X, — 1X, c (0M). | 
证 由 上 命题 的 证 明 中 知道 ， X, 一 ci )»: Ci>0， 
= д 1 = 
x= ci(-2) ici o ga ci 便 得 定理 . 
设 ?为 员 的 边界 点 ， 在 ?点 的 一 次 式 o 称 为 正 的 ， E 


СХ) > 0, 对 所 有 的 正 的 Xe 串 *。 由 上 之 命题 可 知 , 如 果 在 
РАЈА U, ШУ Ж Ф (E plp) = (0,22, - 3^ x7), © 
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必 为 Сах! 的 形式 ,而 且 C > 0. 

定理 5.2.4 ОЛ 的 定向 诱导 出 OM 的 一 自然 定向 ， 

WBR 设 w 是 怠 中 无 处 为 0 的 mr 次 式 ,我们 选取 IM 的 
图 册 {(V po HEE: p = Q9. ux). 4 

Oy = dê Ne Аах", 
则 对 点 任 一 正 的 一 次 式 X, 有 
XA6, = 一 1o， 
其 中 > 0. 由 此 可 知 ,如 ( 公 5) 为 图 册 中 另 一 组 图 , pe ҮПЁ, 
6 多 , 艺 为 相应 的 外 微分 式 ,由 于 了 = Unom, Ӯ = Unam, 
(U,x) 5 (0,5) M 的 可 容许 图 , 局 部 坐标 变换 or 为 
Xi 一 f(x!,: х”), 7 = leem., 

由 于 t= 0 BF, # = 0. BHEE рє 09 时 有 
Әх _ Өй, OK, ,i”) 


det 一 -一 — 7, 
Dr Ox! д(«?„--+,х") 


> ri w Өх! 
因此 在 pce O9, 有 4X = —". ах, ^D. > 0, H 
Ox! Ox! 
s = 6(G2,-  - , 2) 
Ө; TUO uM a) 0y af A 
OR, + + + , zm) EN 
det BG, ary "T 1 > 
据 定理 5.1.4 的 证 明 , 知 存在 09 的 m 一 1 次 式 8, 使 得 在 人 V 
中 ,6 = hyôyshy > 0, OM 有 定向 9, 这 是 由 w 诱 导 的 自然 
定向 。 定理 证 毕 . 
注意 : 通常 我 们 在 R? RE dA oc 人 dx” 为 定向 ,在 
К" Ф dr? 信 .和信 4dx” 为 定向 , 据 上 述 定 理 诱导 的 ORT 的 
定向 与 通常 的 定向 相反 . 
给 定 对 的 一 个 定向 , 即 选 取 一 -个 连续 的 m 次 式 @ 为 代表 
的 等 价 类 ， 对 9 中 任 一 开 集 已 , 到 限制 在 台中 了 时， 给 与 了 的 
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0. 


` 


一 个 定向 。 ЖОЖ M ВАА, (О, х) 9А 的 图 , WJ 
ах Ada” отк, ЕВЫ аЛ Nda” 
= fo， 其 中 f= 0. dif 0,60 4х\ - Ad” 与 % 属 于 
同一 等 价 类 ， RL ФЛ Ла" > 0 RZ, TR ]<0, 
Вр аЛ Ada” Бож, ЖИД АЛ 
Ла 0X. 

现 设 p = АС) ах Acc Nda” EE U Нтк, JE. 

d'Ate Adem 2 0. 定义 P 在 U 中 的 积分 为 
fue = [ар Ах A +++ Adx" = fuh а)ак ак", 
未 一 积分 是 普通 的 积分 (如 果 存 在 的 话 ) # da^ A Аах" 
<0, ДИ ЕХ 
Ье = Lo аЛ … nl 
SS n AGO" 

TE 9t E P PAY SX, o BJ Ж suppw M ЭЯ НАЈ, o == 0 
的 点 集 的 闭 包 ， 现 在 我 们 可 以 定义 一 可 定向 微分 流 形 吕 中 有 
一 紧 支 集 的 连续 的 mw 次 式 o М) BER — PIE {С0,х)), 
使 得 此 图 册 中 的 局 部 坐标 变换 的 阔 数 行列 式 毗 大 于 零 ， 此 
外 ,不 妨 假 定 其 中 的 开 履 访 = {U} 是 局 部 有 限 ,而 且 每 一 开 
集 品 的 闭 包 是 紧 的 , (su) 是 从 属 干 4 的 单位 分 解 , EU 中 


可 写 为 
са = hys; Ou = dx! - - • Мах" . 


Жл U vh xk e sg X о EMRIN 
|„° = »| (nuoAy)ox dx! A - -- Мах” 


Ueu z(U) 


一 5j (qv9x71) С) (Auez 1) GO dx! A +++ Nda” 
Jeu x(D) 
- PA du (2)o. (52.1) 


此 定义 与 单位 分 角 {mv} 的 选取 无 关 ， 各 另存 一 从 属于 局 部 存 
Bub 


限 的 覆盖 9 = (V 的 单位 分 解 (¿ ). H V 是 紧 的 ,而 且 包 

含 于 一 坐标 邻 域 中 ， 则 (тобу 是 从 属于 {VNV} 的 单位 分 

WE. ШТ suippo 是 紧 的 ,; 故 妇 中 至 多 有 有 限 个 开 集 与 其 相交 ， 
对 % 亦 然 , 因 此 

| (то буйи охх A A dz" 

Геп 2 «Unv) 


qv (р) бу (р) 


= Den "m 
veo 


> ET (20) o = 2i (пе, 


[F] BE RJ uE 


| (not vhu)ox da A --- Adx" 
x(nv) 


一 | уб, 

定理 5.2.5% (Stokes E) 设 M 是 可 定向 的 微分 流 形 , 边 
R omg 具有 诱导 定向 ，% 是 有 紧 支 集 的 可 微分 的 m 一 1 次 形 
式 ， 则 有 


N со = f. доо, 
特别 是 当 对 ЖЫ. БИЛТН НЛ m— 1 хз са БҮ. 
证 REAM (QU 20] 使 适合 定义 积分 时 所 需要 的 条 (Е. 
取 {ль} 为 从 属于 {VU} 的 单位 分 解 。 因 为 w 有 紧 支 集 , по 最 
多 有 有 限 个 不 为 零 , 故 有 


| ао = | алоо) = E| ао), 
因此 ;只 须 证 明 
NT 一 f. dlya). 
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GOmunəm = ой e= 0， 此 时 上 与 R* 的 

一 开 集 同 胚 , 设 对 于 局 部 坐标 系 为 s PEU 

10% = TOP <.. Adti N-e Ndz”, 
其 中 心 (s) 在 *(U) 中 有 紧 致 支 集 。 由 于 O 

d(qyc) == > Dh (—1 Jdr A ° .. Аах", 

j=1 Ox! | 
MCN 
|200) = (асое) 


= У FSI Ах" 


sw) Ox! 
- Sy начато, 


这 是 因为 对 每 一 固定 的 j. Mp 与 有 紧 支 集 时 ， 


|. Әһ; Jri = 0. 
Əri 


Gi) UNOM 关 ,此 时 x(D) 是 R? 的 开 集 ,并 且 (` 
x(U)N {z€ RY =0} ф, | m 
ТАЕ ОШ 


Í. 4(muto) = Í „4(лов) 


рч 


CD drt soda”, 


4k 


Pl 


M PAR, 
"1999 


8}, PE 
.. РТ dx... dz" == б, 
BE. 
д. 
== j | (7а xt jas - . dx" 
R” о ðr! 


= -h aa А(0›,х›› ttt xn )4х** dz" 


| 4(лшю) = " Bh dal: «dx 
и + xi 


е |е 
опат ож 


注意 ,这 里 8 的 定向 是 据 定理 5.2.4 诱导 定向 ,定理 至 此 证 
"i BI 


$5.3 Frobenius 定理 


Wb ou Rm HE SC WEE. 9t 上 和 铁 为 了 的 微分 系统 D 
是 任 一 点 p € % 给 与 一 个 7 维 线性 子 空间 Z2, C 9t. 并 且 有 
一 户 的 邻 域 U, 存 在 ?个 可 微分 向 量 场 X1,*……,X, 使 得 在 任 
一 点 460,2, H (X045 o’ X2, 生成 的 . 
对 于 给 与 的 秩 为 7 的 微分 系统 Z., п 维 微分 子 流 形 [9 
.— 味 ， 称 为 多 的 积分 (或 积分 流 形 ), 如 任意 рє 9t, 
f (GU) C Z y. 
由 此 可 知 , 积分 流 形 © BUT NCDADIAIERBUSNUE. Z 称 为 
完全 可 积 , 如 pem, A—E (U,x),p € U, 使 得 任 与 常数 
ci,j 二 7 十 1,:…,m, 册 | | 
U, = {рє U|xi(p) = cj r+ 1,--*,m), (5.3.1) 
定义 的 子 流 形 是 Z 的 积分 流 形 。 (U ,x*) 称 为 了 点 的 特性 图 . 
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命题 53.1 ik Z 是 完全 可 积 的 秩 为 r 的 微分 系统 ， 
PE WN,《U,x) 为 点 的 特性 图 车 fuv — U 是 连通 的 积分 
流 形 , 则 有 一 组 数 c 一 (с, uc), 使 得 f(W )CU。 

证 首先 口 是 叶 的 子 流 形 ,而 VU. 是 U0 的 子 流 形 ,Vg€ U,, 
有 x(q) = (xa). or (oen. vem), U, 的 切 空 间 由 


duces 生成 * 所 假定 QUOC, {Н (u), 5 2, WE 
"Ж, VEA (UO, 一 D, WE и — U 是 积分 流 形 , 则 
рн ВОГ (уу), te V RAEN- ast ð 


0y" 
MER. H TW SEU SUE 


8 1 ar O = 
«( o) 8y* Әх! Qe 
因此 必 有 
Ox! == . { = т s.. 
E = 0; у + 1, эт. 


这 表示 x = сі (常数)，j 二 + 十 1, m. ШИЖЕШ 
的 (alof)(p) = сі (ЖЭ; 了 一， 十 1, зз, ЖИЙИ. 
ЖЕРНИ Uo 4 < ЭКУ ЛКЫ ЖИШП T Р BONG 
(U) WAR: 此 即 如 有 另 一 的 特性 图 CE 59), diced 
ох 必须 为 下 别 形 式 
.P(gq), j= r+ l,m;y Ed, 
R5 i, HX, 00 qe U. НБА (R) 


k ~ 
rs E) er 
Bub = lk = r+ l,m, 一 7 BI Zo 


不 包含 rl... p's 当 k= r+ l, -ym 
ШОК r 的 微分 系统 , 多 称 为 对 会 的 ， 如 果 X: 
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X, RE 4538 U TRODDE, TE 83 РР, 则 必定 有 
[X,X,]e € урур = 1-57 : 

此 定义 等 价 于 : Жә U BJW A PIP Л Г] ЕЁ 
X,Y EA Xp YE Dis WIX: YJE Z,, 对 任 一 点 p&EU. 

命题 $5.3.2 如 绥 是 对 合 的 微分 系统 ， 秩 为 了，* 则 任 一 点 
p€ MM 有 一 令 域 U 及 在 其 中 可 微分 向 量 场 X1» XS ERE 
Kg EU; Xot X, Æ RAER Z, Ш ХХ] == 0, 
ОЕА. 

证 设 pe x, TAFE U) pE U, BEURA 
可 微分 向 量 场 Ytb ……Y, 生成 Da Xf Vq € U, 设 


Y, = ak (a) 25 
m хоу А = (aL) 必须 秩 为 x, DORE 
A. 
Е " 


iip А; = C» 是 非 异 的 . 令 


X,= Y, 
Ab C. 15) 为 4i WENE M X, 有 表示 式 
2 9. S 5B 
x, = Әх” + P Ox 


Ih X, EIE 460 生成 2. HTZ ROS ORIS 


[X,,X,] = S, iX, 


w=1 
= Уд Уу 3 re 0, 
e=] dx“ @=1 ;j=r+1 Ox! 


但 是 ,由 计算 


д e ;0 | | ^ | 8ci 
Өх” P Ox! 了 =r 十 1 Ox" 
Oci, c ( 1 де! 1 223] 8 ` 
一 十 е," Су w 
Әх” T É Oz! € Әх! /J Әх) 
比较 此 两 式 , 必 须 有 2“ = 0, [Aut 
[X,,X,] 一 0, 


命题 证 毕 。 
定理 5.3.3 i Xot X, 是 中 的 2 点 的 邻 域 中 的 可 
微分 向 量 场 ,在 品 的 每 一 点 是 线性 独立 的 ;并且 [X,,X,]—0, 
则 可 取 ? 的 坐标 邻 域 VCU， 及 选取 局 部 坐标 х, W X, 
[o] 
Ox^ 2n 
证 UE PHUARERADEARU rh, (р) = 0, 


X 一 OR ze U, = x(U), 
Әх! 


› B 1›°°›т, 


$n Corn d, Sinik Др $ 1) 方程 
Bg ар =o 


在 U, = (xe R”||z| <e, i= 1,-- m) #m— 1T 
的 解 . | 
gx, .. "yx" ) . (x, - . х"), 
而 且 其 函数 矩阵 在 UV。 之 秩 为 m 一 1( 当 JEAUINID. HU, 
中 的 函数 Фа, . ,xz”) 使 得 函数 方 阵 a £ U, ES Hp 
于 坐标 变换 yo 
7 1211 


0 > 7 一 2,›-++›т. 
据 假 设 Xi 在 每 点 * 不 为 0, 因此 F se 0. 今 无 妨 假定 原来 的 
Xi "m, 就 育 £'(x) = 0, 2 = 0,7 = 2,++-,т 对 任 一 z€ U,, 
再 作 坐 标 变换 


= | dt 
0 Er, xt,» t x7)! 
Zi = хі; I= 2,- ems 
则 有 
1 рі DX _ 
Рев 2-1, 


Ё = Е, j= 2,+++,ют, 


此 表示 我 们 已 选取 坐标 ， 使 


8 
x= Di 
假定 我 们 已 经 选取 坐标 系 使 得 
ON, G<, 
Mini" әр CI 


fü X = 2 是 任 一 向 量 场 使 [X,,X] = 0, p 一 1,-…,s, 此 


01 = 0, p= 1,5-5,5, 这 就 是 表示 w(x) 不 包含 x, 
..， xz*。， 如 同上 面 一 样 可 证 ,可 选取 适当 坐标 使 


gt 一 1, зр? = +++ = pom, 
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即 X = Ууз D 十 Эс, Ва 


ў=1 
== £ + (arti, xm), = 1, +, 
Ж! == x. = s+ 1,-- m, 

则 有 

дрі 

Әх 


# ==! + ; 34 j=l, 


ў ==], 4 j= s+ 17， 
我 们 选取 4, M 
әм 


0x! 


EA х= LEE 定理 证 毕 . 


定理 5.3.4 (Frobenius 定理 前 第 一 种 形式 ) WEZ REY 
MEMORI RA ДО SE 4c v] PAAR ZEE AR FAZENS 
Ё. 
证 从 命题 5.3.2 与 定理 5.3.3 中 可 知 ， 若 纺 是 对 合 的 ， 


对 урези, Атей 六 ,有 一 组 可 租 分 向 量 场 X, = -2 


(n = 1, 7,72, 使 得 {Xj} 在任 一 点 gt ERD, Wah 
* (5.3.1) 定 义 了 子 流 形 U, 是 积分 流 形 , 其 每 一 点 的 切 空 间 , 由 
X, 生成 ,因此 多 是 完全 可 积 的 反之 ,如 妇 全 完 可 积 , .的 


任 一 点 4 的 区 空间 由 X, 一 -卫生 成 ,而 且 等 于 REMIS 


[X aX] = 0€ @ ,, #k ай JEAN, 
注意 上 面 的 证 明 中 ,实际 上 只 用 到 wt 是 C? ЖЕЕ. 
HEARN ERO — v ЛО — Po da = +1, 
“++›т› fE Veewn МАУ. Ф 
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DB, = {XE Mo IX) = 0;a = r + l,m}, 
ДЕ Р BJ SR V rS 
co! = m'(x=)dxi, a = r + lm, 
其 中 n= QD) 是 (о) X m 和 矩阵， 且 其 秩 处 处 为 
m 一 +，。 而 且 和 矩阵 之 元 素 л) 是 可 微分 的 。 必 存在 
秩 为 + 的 m x r Е E= (isise HOR SL 是 可 


1<н&7 
微分 函数 ,使 得 m5 = 0, 亦 即 mL = 0, a= r + lum, 


к= 1,5557. 今 令 X, EL = 则 有 wr(X,) = 0, 并 且 在 


每 一 点 q€U.Z, H X, ER BI (2 ,y E % 中 的 微分 系 
统 。 可 选取 适当 的 坐标 系 使 得 7 一 《4,B), 其 中 4 是 mw 一 7” 
阶 非 异 方 阵 , 可 作 o(a = r+ 1,-…,m) 的 线性 组 合 , 使 得 在 
U th 


w = dx* + У) Ctdxh, (5.3.2) 
в=1 
于 是 可 取 
x, = 8 _ У) ca 8 ,一 1 (5.3.3) 
Ox" a=r+1 Әх“ 


适合 (X, 一 0， 而 对 任 一 460,20, 由 X, ÆR. 

定理 5.3.5 (Frobenius 定理 的 第 二 种 形式 ) 设 omits 
mm 是 ЭЛ 中 线性 独立 的 一 次 式 , 多 是 由 它们 所 定义 的 微分 系 
统 , 则 多 完全 可 积 的 充 要 条 件 为 : 任 一 q€ 9л 有 一 邻 域 U 及 
Оф (m 一 > 产 个 可 微分 一 次 式 о, EH 


do 一 >, w Na a =r + leam, (5.3.4) 


证 首先 注意 ,如 果 a° 作 线 性 组 合 ,(5.3.4) 的 形式 不 改 
ar ENS 
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4( s Alo) = > Abo" + PAdo’ 


b=r+1 
= s 人 (一 2 十 > я), 
b=r+1 c=r+1 
这 里 4% 并 不 要 求 是 常数 ,只 要 是 可 微分 函数 就 可 以 了 ， 
如 果 e" 产生 的 微分 系统 完全 可 积 , 对 任 一 点 PEM 有 


特性 图 (U:z) ,此 时 可 选取 多 (ge 0) 的 基 为 X, = A- 如 


我 们 取 o° 为 (5.3.2) 的 形式 ,由 ^ (X,) 一 0， 必须 Cz 一 o, 
此 时 (5.3.4) 自 然 满 足 . 

反之 ,如 (5.3.4) 成 立 , 则 由 (1.5.14) 可 知 

2dw (X, X,) = X o" (X,) 一 X or (X) —. 

e*([X,, X,1). 
由 (5.3.4) 知 道 , 当 o'(X,) 一 0 时 , 必 有 det (X,,X,) = 0, EN 
此 从 上 式 就 有 
c*([X,,X,1) = 0, 

Ж ЕП [Xa Xs] E Z, 对 Vae U, dy 2 SE R TMB), ШШ 
证 毕 . 

定理 5.3.6 (Frobenius 定理 的 第 三 种 形式 ) 设 了 是 R" 的 
FR, V. Ж К" 的 开 集 , f: V X Vio R” 是 微分 映照 ， 
p= 1,- n. V reTyiixroeyr， 有 一 加 的 邻 域 U, FEH 
DER х:їЛ,-> V 使 


9x0) 一 CIO E j == 1,-` ` ms 
дг“ 


xila) = xl, g= 1 (5.3.5) 
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Ofi(x ,1) 十 hx ECx.) 
Or" Әх“ 


— ӘС) ү Рб) aC). (sa) 

ðe Әх“ 

证 AUR х!() 存在 : 则 必须 

Oei) Go， 

еы 9:81 
此 即 为 (5.3.6). 反之 ;如 (5.3.6) 成 立 ， 

w = dx! — fi(x,1) dt" (5.3.7) 

是 在 V X V, rE X рур» АЕН ААО OR 3X» 由 它 定义 的 
微分 系统 命 之 为 多 ,其 秩 为 :-。 由 (5.3.3) 可 知 ， 对 任意 pe V 
XViZ, H 


X, = s + f os (5.3.8) 
所 生成 ,由 (5.3.6) FTA 
[X,,X,] = 0, 
故 多 是 完全 可 职 的 . 


V x V, 的 任 一 点 (хоо) 必 有 一 特性 邻 域 U x Ui, БЛ 
有 坐标 变换 Cer) — (v) 使 得 
W = {x EV X Vilar, = 0, tu (xr) = 0) 


是 通过 (zo;z) 点 的 积分 流 形 , di P2 Rave Gur) 点 的 切 空 


间 的 基 ， 而 Wu, = +, C (V х Vico 改 必 须 有 


Ө 
до“ 


= Bx, 因此 of (2) = o. 此 外 ,显然 有 du (8) = 


0, AA 阁 有 两 个 线性 空间 的 上 映照， (V X Vous > R” 有 
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相同 的 核 , 则 此 两 觅 照 只 差 R” 的 一 线性 变换 , 即 
du! = Aiwt = Aidx* — Aifti(x,1)dx", 


ELTE ELE 


在 定理 知 , 有 n 的 邻 域 使 得 wx.) = 0 有 解 
z! = EC. хі = E). 
ЖЕДЕ (хл) йн ныр TETRA 
б — 8) = 0. 
Ф Fi(x,t) = хі — HO). 由 此 知 在 (x, 四 点 的 三 的 法 空间 是 
由 
dF! = di — DE дун (5.3.9) 
Ө” 


所 生成 , 它 的 切 空间 即 为 4Е!СХ)) = 0 的 所 有 向 量 X 所 生成 . 
由 (5.3.8) 可 知 . 

-ô 8 9 

Y, ap V EY (5.3.10) 

使 «(Y,) = 90， 因此 三 的 切 空间 Ws 由 (Y) 生成 ,但 多 
是 积分 流 形 , 必 有 Yee. AHE 

Y, = arX,. 
Ц (5.3.8) 代 人 上 式 ， 比 较 IIS 必须 а= 62, B 


X, = Y UH 
| = fx. 
BRE BUE XE <; = gio) 适合 微分 方程 (5.3.5)。 到 此 定 
ЕЕ, 
HER EATE <= FOOD 的 方程 之 解 x! = Ee) 
是 唯一 的 ， 
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以 上 关于 Frobenius 定理 的 证 明 , 实 际 上 在 C? 微分 流 形 
的 C' 微分 系统 成 立 ， 如 果 味 是 实 解 析 流 形 ,是 微分 系统 也 是 
实 解析 的 ,上 面 得 出 的 结果 也 是 实 解析 的 ， 此 外 ,可 以 在 复 流 
形 上 对 复 坐 标定 义 全 纯 系 统 , 若 此 系统 为 完全 可 积 : 则 结果 也 
是 全 纯 的 . 

第 一 种 形式 的 Frobenius 定理 见 Chevalley??, 

下 面 作 一 些 Frobenius 定理 的 应 用 . . 

定理 5.3.7 设 了 是 К" РЕ, СНЕ, Га 是 了 
中 6 型 平 联络 ， 则 对 任 一 点 ze 了 ， 有 一 邻 域 忆 及 一 非 异 方 
ËF = (A3) 使 得 
-1 045 
T3 = А? "asc 


证 XP Tš 为 平 联络 , 则 有 
Rg = SLE 9T а руг — гу 一 0， 5.3.11) 


дх! Ox* 
我 们 求解 方程 
дА» — Ypa 
es АГ. 


根据 定理 5.3.6 可 知 , 上 方程 的 积分 条 件 为 


(гъ) - du САГЫ), 


Бр 
А" ES + АГ, Г = LR TOAST 
即 要 求 
AL (S8 OTN туг Thr ) = 0. . 


йж (5.3.11) 可 知 上 述 条 件 必 成 立 ， 故 给 与 初 值 САВСко)) = 
t güle 


СА) ЗЕЯ, Æ хо 的 邻 域 局 有 解 4 了 (x)， 当 如 充分 小 时 ， 
ААС) ОЗЕ, ЗЕТЕ, 

”定理 5.3.8 VE R" ØF, ga 是 对 称 、 非 异 、 3m 
分 张 最 场 , 若 由 gu 定义 的 Rieman 曲率 张 量 等 于 零 , 则 任 一 
点 xo€ V, APR О, 使 得 在 UU 中 选取 身 当 的 坐标 变换 Zi =a 
zi (x) ,使 | 
Ox Өх" 

Oz! Ox* 


Ein = Br 
хей. | | 
WE ELERA KA xo 的 邻 域 U 及 A) 使 
м} 


М М 8g ” 

由 于 Chistoffel 符号 对 指标 K, 对 称 ， 我 们 有 
дл; _ дА 
Ox! Ox^* 


现在 对 固定 的 + 知道 , 由 定理 5.3.6 的 特殊 情 Jë СЕП GO 与 
* 无 关 ): 方 程 


r. 一 ALGO 
HER F(x)， 作 坐标 变换 
АХ! == Сх), . 


经 计算 对 坐标 x 的 Chistoffel 符号 


Ped | ~ 
ір í 71 8E Өх” Or _ Ө а= E: 
M 1, А Or Ort ӘЛ ӘХ Әх) BZ 


^ 4,34 
Ox* 


дА! -1 -1 
А!А АЙ — Br LATAS = 0, 


JG BD 
Ou 十 Ogu __ Өёы — q, 
Ox! Ox* Ө? 
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由 此 可 推 知 E = 0, бы 为 常数 。 定理 证 毕 . 


定理 5.3.9 AVE к” 的 开 集 ， gn 是 了 中 对 称 、 非 异 、 
可 微分 的 二 阶 逆 变 张 量 , 若 由 рур 定义 的 Weyl wE 
Сы = 一 0， 
则 和 任 一 点 zo € У, 必 有 邻 域 上 及 有 坐标 变换 Zi == x (а), 使 得 
对 新 的 坐标 
| En == 272914, 
其 中 Nik эни. 
证 令 "m = € Teig 我 们 由 $ 1.3 Bl En ES Worl 
оа) 


SE Сін, A 


1) 


Сім = С%м› (5.3.12) 
并 且 由 (1.3.24) 与 (1.3， зна ве a 有 
(1) 
О; = TjTg 一 ; Ra 一 к 


+ Се — guR) 
1X3 FED Bt 


一 РЯ (5.3.13) 
RIER c， 使 得 适合 下 看 的 微分 方程 
Qj; = сю, 一 occ Bik 一 к) 
— = Bigoo. (5.3.14) 


ПИНО с 存在 ， 由 上 两 式 相 减 可 得 出 


(1) 
ü) R O) 


R = — Pjk 
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由 此 得 到 
ay а). 1 
Сы = Riu + 
m — 


E а 
5 (2j Rj, — 8j Ry 
& 
(m — ye —2) 


(1) aq 
x (вір 一 jgn) = Кім. 


据 假 设 Chi = 0, d “Кы = = 0, Hi 十 面 的 定理 知道 可 作 


а) (CD uy (0 
+ Riga Riga) + 


适当 的 华 标 变换 使 Ж 为 常数 因而 2 Ea = <" у, 定理 便 证 
ВЕТ. 为 了 能 证 明 存 在 o 适合 (5.3.14), 首 先 证 明 存 在 mw， 使 
其 适合 (5.3.14), 据 Frobenius 定理 知 ,此 z; ВОВА 
分 来 福 为 

-Bo _ 09 

Oz!'O0x^ FxrtBx! 
由 于 


ois SL) ela 
gc S A OIM CEN DIM 
故 可 知 积分 条 件 即 | 


_ БЕ Oh; 
Vi Оза == (269. 一 злом 


= a,R” ju. (5.3.15) 
由 (5.3.14) 知 道 Ong TR 
Озы = 05404 十 0л 

1 ( Ra 


m— 2 2 (m — 1)” 


-SE ) + че, 


` N А 
一 Кы! ) — Rixg 050,4. 
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因此 ， 


1 í R 
Cir S [ 一 — ran ёп — Ry) 


т — 2 


一 > A Tp. 


我 们 权证 明 当 c; 适合 (5.3.14) 及 Cia — 0, RJ (5.3.15) 
AEN. 
由 Са = 0 BT XI 


| 1 
民生 好 — 
m — 


2 (Oi Ri — SiR — Riga — Riga) 


R | m 
十 ——— T (0g 6! . 5.3.16 


由 上 式 的 协 变 微分 Rau. 并 应 用 Bianchi 恒等式 , 知 


Riga — Rink) — — 
т— 2 (Rau — Ria) 2(m—1)(m—2) 
x Cg Ru — gR) = 0. (5.3.17) 
H (5.3.14) 可 知 
1 Ra ) 
“м 一 Одо + ОЮ 一 一 一 一 | —— K — Ri 
hA ju R “ди =н ikii 


rs 1 
— EIE 0,0, = Об E СО) 一 > Сепо + £141) 
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R 
X go, + 一 一 一 一 一 一 一 一 一 go EE 
89,0 Im — 2m 0) t k 


Е . моол 
十 ——— (gi, + gigi) 一 R; 
Xm Dm L 25 E gigi) m—2 ilg A 
` 1 ' 


— — = A R'o, — ——— y i R, 


m-— 2 
1 
m— 2 
应 用 (5.3.16) 及 (5.3.177 可 知 
1 
т — 2 


+ 


Кул. 


ары — Ор = 


77 一 Rao) + Cgu Ro, 


r R 4g, — 
во.) + - D —2 (210% ва) 


1 1 
十 | R ; 一 Ri. + — — sh aj 
„у^ ты п) 209 —2У(т —1ў 


x (gi Ra 一 енд] == Км. 


此 即 积分 条 件 成 立 , 故 ok 有 解 . 又 由 《5.3.147 可 知 ор 
= оку» ШВП | 


故 存在 "使 m = DU, mE, 


$5.4 Sard 定 f 


R” 的 一 子 集 4， 称 为 测度 为 0 (UI mes = 0 RL) E 
对 Vs > 0, Ж-— ҢА B, = ix eR" | |х — x] < 81) 或 者 方 
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Ж 0,, А == 1,2,+.+,{# 
(i) 4C >; Bi, 


| Gü) Y vol B, < є, 
其 中 
B, = [x"^/TG«7) 1(8,)". 
由 定义 可 知 : 


О) 如 果 AC 3 4, 而 mesd 一 0， 则 mes4 = 0. 
人 =1 
实际 上 ， BB, ЖЯ ж Аи = 1,2,***), 使 得 
2 vB, < эт, 


„=l 
则 显然 所 有 超 球 Bia Hi 4， 且 体积 之 和 小 于 €. 
(2) 如 果 9 是 把 4 的 邻 域 歇 人 R” 的 微分 映照 , 且 mes4 
= 0,1] mesp(4) 一 0。 实际 上 ,4 可 以 用 可 数 多 个 紧 子 集 履 
而 只 要 证 明 包含 于 每 一 紧 子 集 的 4 的 子 集 的 e 的 像 是 测 
BE 0 ИТ. 因此 不 妨 假定 4 本 身 包 含 在 一 紧 子 集中 ， 
于 是 有 一 正 数 p tE 
le) — ф(у) | S gelr — yl; | 
мев c; aras I КЖ, E5 60, 以 球 в, i x 
, fë $ivol B, < 一 一 , 则 由 此 之 不 等 式 可 知 Ф(В,) 在 一 个 以 


P B, 的 半径 的 于 С, ZW, 因此 这 些 球 的 体积 之 和 小 于 
£, 


一 微分 流 形 эл 的 子 集 4 称 为 测度 为 0( 以 mes4 一 0 Ж 
z» d A = Оа Н 9—4, 在 一 М SER U, 之 中 ,对 于 
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华 标 系 Фа 有 ФАС) 是 测度 为 0。 НЕ (ID 与 (2) 可知 ; 测 
度 为 0 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 , 此 外 ,如 o: 9 — 9t JE ORC IR 
照 , 则 当 ACM 是 测度 为 0 时 ，9(47) 是 测度 为 0 的 点 集 . 
引 理 5.41 in AJ HUS CEU TR EN pe, 
有 一 邻 域 Ulp), 使 mes(UGD П) == 0, W| mesd = 0. 
实际 上 ,不 妨 假 定 UCp) 是 坐标 邻 域 ,由 于 骂 有 可 数 基 ,我 
们 便 能 由 4 的 覆盖 U) 选取 加 细 可 数 覆 盖 (Ui), (R$ 


A= U AñnU,, 而 有 те П) 一 0. 
1=1 


若 微分 映照 /:9Л — 9t 的 函数 矩阵 在 点 pe W LX 一 
n == dim%， 则 称 为 非常 点 ,而 其 它 的 点 称 之 为 常 点 ;如 9E9i， 
Erla) 最 少 有 一 个 非常 点 , 则 4 称 为 非常 个, 其 它 的 点 称 为 
常 值 ， 注 意 4 是 常 值 时 广 (4) 是 9A Hym — n ETRE. 

引 理 5.4.2. ЖУК” 的 开 集 , У 一 К" 是 微分 映照 ， 
则 当 # 22}, JV) НЭ 0, 

证 设 映 照 函 数 为 | | 

у = ]°(х!,+++,х”)ц@ = |, >n, 
把 VV 看 作 R" 的 子 集 V x 0,0€ В", MERDEER EV 
x 0— R° WF i 
y° 一 gd, - tt x") == "Сх, `* x"). 

V x 0 # К" 中 测度 为 0, 因此 g(V x 0) = (У) # R" rh 
测度 为 0, 定理 证 毕 ， 

定理 5.4:3 (Sard EH) AMi 9t EMOR M 
— 9L ESSE BER, ДЈ f 的 非常 点 的 集合 A ARCA Tg 9I 
中 测度 为 0, | 

设 рє 9, ffig == Ср) RER U,f:U — ИС RŠ 
一 个 坐标 邻 域 时 ，f 在 乙 的 非常 点 集合 4nU 的 像 集 JK An 
U) 之 测度 为 "就 够 了 ， 此 即 要 证 
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定理 5.4.4 Р R 的 开 集 ， 微 分 映照 fV — R^ 的 
非常 点 集合 ARRA ICA) 在 К" 中 测度 为 0。 

根据 引 理 5.4.2, ИДЕН m > n 的 情形 ， 先 证 有 明 m ==, 

命题 5.4.5 EVER 的 开 集 ，f:V -> К” 是 微分 映照 ， 
EAR 的 非常 点 的 集合 , 则 (CA) 测度 为 0. 

证 ” 设 英 里 的 坐标 表示 为 

y! = (ж), xE V. 

acd mama) _ 之 秩 小 于 т. 我 们 只 须 证 明 有 一 


以 = 为 中 心 的 闭 方 体 ОСУ, 使 得 (ОПА) 测度 为 0, 
若 *,be 9， 由 Taylor 展开 式 可 知 
1 —Кв)—(9#-) G — P) + (хә), (541) 


=b 


其 中 r— b = G! — b,a” — Y, 看 作 是 wx 1%, 
r 一 (7r!,"…*,1")》。 由 于 0 是 紧 的 ， 存 在 正 数 А(|х — b|) 使 

Ir(x,5)| < A(Ix — b|): Ix — 5], (5.4.2) 
其 中 从 Cjz 一 引 ), 当 lz 一 引 一 0 时 一 致 赵 于 0.。 . 

和 任 与 8 > 0, 令 О, 为 以 8 为 边 长 的 一 个 方 体 。 #0. а 
RARA b, 则 由 于 方 体 的 体积 与 平移 及 正 交 变换 无 关 , AJ; 
假定 ¿= 0, EB [fE x 的 正 交 坐标 变换 与 ? 的 正 交 坐标 变 
Tags 


Ау 
2 一 ыл Í (5.4.3) 
0 
由 (5.4.1) 可 知 
Са) = r"(x,0). 
当 x€ Q,, EH (5.42) 8] 3, f" (е) 在 两 超 平 面 
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= ise 与 у" = cho 
之 间 , 而 由 ва D 8L 其 它 的 fe = 1s m 一 D RR 
平面 ` 
- у = Ме 与 y Melam 15 d) 
之 间 , 其 中 MM 为 一 正常 数 ， 因 此 f(x) 在 一 个 长 方 体 有 一 边 长 
为 41(e)e, fbit К 2M e zz a f( O AIIE 2M n7. 
1(в)в”. WE ORAL K20 1,38 0 4329 (1/e)” 个 小 方 体 ( 取 8 使 


Me 为 整数 ), 对 每 个 小 方 休 2: 当 0,04 з Ф, * 
mesf( 0; ) < mM eni Qn. 


Wi. | : 
| mesf( A f Q) < 2» ma n о). 
< (Ly . — € = I"2"+1M еса) 一 0; 


34 6 一 0， 这 证 朋 mesf(4nO) == 0， 命题 证 毕 ,， 
命题 5.4.6” 令 V 为 R” 的 开 集 , f: V — RI 是 微分 映照 ， 
4 是 非常 点 的 集合 , 则 mesf(A) 一 0. 
证 令 а= (о, за) 是 一 组 非 负 整数 ， la] = = a 十 
| z 


woe өн 


4, = lac V]D°J(a) = 0, 4-0<]e] < h), 
显然 АСА» = 152,***,m — 1. 由 于 


定义 


А = Ау = $us 一 Акы) 十 Am. | (5.4.5) 
к= 1 ` 
当 a € Amn 命 台 为 包含 < УЖ, RITS 
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Са) — fCa)| < М(шах{]х! — a'f attt |" — ар", 
这 表示 当 8 的 方 体 的 边 长 为 & 时 ， 像 点 集合 在 R 的 测度 天 
Me", 如 同 命题 5.4.5 一 样 可 证 , 把 分 为 (1/e)” 个 小 方 
体 , 则 1C4;) 的 测度 三 Im"Ms,s 可 以 任意 小 , 故 mesf(' A.) = 0. 
当 m = 1,4 = 41 一 4%, 命 题 已 证 明 。 用 归纳 法 假设 此 命题 
АЯТЕ К" 的 开 集 入 R! 的 微分 映照 成 立 。 

现在 根据 分 解 ， 只 须 证 Br) 的 测度 为 0，Bi 44— 
Arrol Rm. 只 须 证 任 一 点 a € B, 有 一 邻 域 0， 使 
ICB NU) 的 测度 为 0. 

由 于 аё A aui, 必 有 一 == (ал, -am) 使 得 

Оа) >< 0, |а] = &-F 1. 
ai， * * Os 不 全 为 0, 不 妨 设 о >= 0, 令 
8 = (а 一 1,02, °° 0.) 
而 令 
. h = РР], 
ЕВ А 
y! = h, yl = xi (j 2,---,m), 
此 是 把 a 的 一 邻 域 品 一 一 地 上 映 为 К" 的 一 个 立方 体 8 的 微分 
映照 , 设 此 映照 为 p, 于 是 


d 

Ф({хє UNA = 0}) = {y€ Q|y! = 0) -H 
据 假 设 e(B,OQU)CH. $ 
V i= {yy") € RICO, ystee y”) € H). 
作 | 

go ey") = F(0,y!,--*,57), 

其 中 下 一 jp Xi S= Ф(В,ПО), WE FCS)Cg(42, 
其 中 4 是 & 的 非常 点 集合 ,因为 了 在 3 的 点 是 适合 尹 一 0 时 


E 


f) y Sol A, 的 点 只 要 求 适合 其 中 一 部 分 方程 
Ogk y^, - - - , y 
. ду? 
根据 归纳 法 假设 , eC 4 ,) 的 测度 为 9 因而 ECS) == f(U Y B4) 
的 斋 度 为 0， 命题 证 毕 ， 
命题 5.4.7 ZVE К" SUCK RUN 


E y" = је ж) ， «== L," eny 


EVA к", дав =f =€ v А 一 串 的 像 点 KB) 的 


= 0,7 2,-**.,m. 


测度 为 0, 
моо. Өр af! 
证 НТ ВСВ = | хер os" oen gT o}, 
" | | 
Кв)срС(в,) x К", 
据 命题 5.4.6, f CB.) 在 R' 的 测 认 为 0,; 因 而 有 Bl) x R АЈ 
测度 为 0。 证 毕 , 
现在 证 明定 理 5.4.4， 只 须 证 m > n. 
令 . 

A == Е, + Е, + + Е, 
其 中 BC < k < n) ERR f ORRE 05/8. Z Fk2 k 
的 了 中 的 点 集 。 我 们 要 证 明 每 一 КЕ) BENED 0, RINE 
任 一 点 ak Б, 8— 58 U lii KU YE, Bua О, ЖЕЙ 
5.4.7 已 知 , KEo) WEA ORDRER > 1 RE, 

我 们 不 妨 假 定 a = 0„/(е) = 0, 
alf; ftt Jf) 

det tomi m: 0. 

作 变 换 


ц! = fo». -` » K = flx), utt! = xen o. un = a”, 
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据 隐 函数 定理 知 此 变换 把 a 的 一 个 邻 域 也 微分 同 肛 为 R” 的 
以 原点 为 中 心 的 边 长 为 2e 的 方 体 Ог= Q; x ОГА, 而 (f'(*)， 
- FO) = (uly-**ut, FFU"(u),--,F^(u)). 我 们 只 须 
证 明 F(u) 一 CEE ` ик, ЕК Си), ` ..„Е"(и)): Q? — R” 的 
函数 矩阵 OF/ðu 之 秩 为 《的 点 集 E, ЮЖ РСЕ) 测度 
29 0. ER FERETI 
y = at... yk = yh, yk! = Еки), ут == Е"(и). _ 
(5.4.5) 
4 и = CEAR? == C? tt ‚й*)»и, = (ик, + - 47); 出 于 


po 0 
OF 
Os | «Ores gm] 
Ə(<ktl.... и”) 


之 秩 为 k; 必须 и == (usta) 适合 
Ə(Ftti,. “ SET) 
B (uk, -. wm) 
- H me Qt 固定 时 , 令 Fu Orta Ке 定义 为 
y — ЕЧ (и,#,), + "t y^ 一 F"(ays na). 
Ненова верир РЫР Са ЫР, жеб 54.2 可 知 ， 
CR 
Q7 * 中 适合 (5.4.6) 的 点 集 EG) 的 像 集 Е, СЕ(а)) 在 
RA 中 的 测度 为 0, 但 由 (5.4.5) 可 知 


一 0. 65.4.6) 


mesF(£,) 一 [aay | dytt.» edy" = 0, 
Ф Pu (Ерб) 
定理 证 毕 ， 
SardP! 定理 最 初出 К" Т V F К" 的 形式 是 Brown"! 
给 出 ， 后 来 由 Mone? 证 明 一 般 的 只 要 C^ 微分 流 形 与 Cx 微 
DAR Rift k— 1 之 maxim — 5,0) ERMA, 
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$5.5 Whitney 定 理 


ОЛА NERAK Haussdorff 2 [8] , 3e fee f. f: 9t — 9t 
ЖЖЖ (proper), 若 对 多 的 任 一 紧 子 集 Kf (KR) ENK 紧 
JT. 

一 逆 紧 的 映照 把 闭 集 映 为 闭 集 ,因为 若 5 是 mn 的 闭 集 ;点 
串 yE (S), k == 1,2, ЖЖ ya yo€ 91,001 {уо›уз›уз› 

РЕНО, Is y yes D ЖЖ. < xz, € S {# Hn) 
= ур, (k > 0), z+ ARA ха > xo € S, TE fd — fo) 
= yo, 由 此 可 知 , yo € FCS). _ 

WE 3t» 9л 是 子 流 形 , 称 为 闭 的 ,如 iN 9x 是 逆 紧 
的 。 此 时 由 了 诱导 出 1C90 的 拓扑 是 相对 于 9 的 拓 补 . 

З Ba Br 8 TRO ERR F: 9 一 六 "所 组 成 的 空间 CDU n), 
{ИЕНЕН X НР: И =» {U Ppa) hes 是 ЭЛ 


的 一 组 图 表 , 使 得 {1,}‹, 是 叉 的 局 部 有 限 开 履 盖 ,并 且 每 一 . 


U, 的 闭 包 是 紧 的 . $ K, E: U, 的 紧 子 集 适 合 U K, = Tt, 


据 引 理 5.1.2 可 知 ,这 样 的 {Ki} 是 存在 的 , Фа СЕ 
am) 是 一 组 非 负 整数 , 定义 “ | 


аја. + аы m Я 
及 在 Ui 的 坐标 系 x = фу 中 定义 | 
р» = (2 …( 2 y". (552) 


给 与 一 族 正 实数 e— (eher 及 一 族 正 整数 m= {mhiey, 
对 一 固定 的 加 6 сен» 令 
= BU,m,e,f) 
表示 集合 
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D = {f€ СО, п) | IDG — P| < 60,4 ре K, 
lal < m,4A€.7]. (5.5.3) 
我 们 定义 CC9 ”7) 上 的 拓扑 为 取 定 其 时 ,所 有 这 些 S, 
9t, e 过 所 有 可 能 的 族 ,成 为 力 的 邻 域 的 基本 系 ， 
现 要 证 明 如 此 定义 的 拓扑 与 A 的 选取 无 关 , 如 $= 二 {(U;， 
ФӘ „е, 是 另 一 组 图 册 , (0L) 是 局 部 有 限 , U. ER AK. 是 
ETE, KLCU., НУК, =M. РЕНО (5.5.3) 的 一 
+ h 099852 в, 由 于 每 一 个 最 多 与 有 限 个 K, 有 交 , 我 们 取 
В < Бу, mi 22 ту» (5.5.4) 
X 26.7, B КПК, = p, FER в' = (erue 一 
[m.),e ro 而 作 
$ — {fE ССТ, п) | DG — h) (2) | < eh H 
РЕК, ја] S€ m zs € ZY; 
则 对 任 一 f€9',p€ K, 时 据 (5.5.4) 
(р — f) Ср) | < g; < Ers 
Щ pé KI KL. la] < mi, WA 
| D*(f — fo) (p) | < Е, 
M p€ Ki, |а] < m, ERI f£ € 8, Ят 8°. 同 理 可 证 
对 任 取 的 9, 可 找到 8, ë ®с®. Nix 5 SS Е X BJ 
C (391,5) 的 拓扑 是 彼此 等 价 的 , 因此 这 样 在 CC) 所 定义 
的 拓扑 与 六 的 选取 无 关 ， 

命题 5.5.1 MABA fM К" Е ЈЕ ССИ, о) 
Ж. 

证 首先 证 明 ; 如 4005) 是 R> 中 一 开 集 0 中 的 4Xm 
矩阵 ,其 秩 为 六 ,并 且 它 的 元 素 是 忆 中 可 微分 函数 , КЖ U rH 
的 紧 集 ， 则 存在 正 数 Ee， 使 得 任 与 0 中 可 微分 mwXm 和 矩阵 
Al), AQ) 一 AvG) 之 每 个 元 素 在 到 的 绝对 值 小 于 se Н, 
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AGO EK ERDA т. Б.И ЕЕ o Bod FEE ХЕК 
del Ail) Alr) 2 8, 
其 中 4 表示 4 的 转 置 。 由 于 
A'A = Aedes + АХА -- Ф) + (4 — AYA, 
Ш, 


АЛА = аа) + > > Ga, Kx) — а)0ж)) 


x М; (=) + > > Qui) — 8j P)) Ma. 


j=1 i=l 


其 中 4 == (а), Ao = Ca], M iG). JEU АКУ Ж, D^ 
有 正 数 4， 使 
|M; G 3] < A, 34 z€ K. 
于 是 有 , 当 z€ K, 
detÁ'4 22 8 — 28mnA > 0, 94 ë < 8/?зтА И, ER 
AG) YEK ZX т. 
现任 与 漫 人 办 :对 -> Ro. WAA ((U,, 9) hes» 定义 
CCo) 的 拓扑 . 任 一 K, ЖЕДИК ЖОНЕ: 
2h, pı) =r, 
Xr U, 之 秩 为 т, Н oes 48 48 fe COR», 并 当 
p= pie 天 > 满足 
|(D*f 一 р) (р) | < ва, la| <1 
Р, БАВЕ Ә//дк > М0 m $l f ЖЕЕ А. Huy ёз ds 由 此 
可 知 ， 当 f€ B(A, e m, fo) FRE E BEA, o ir RR UERS, 
RITE TRA LRH PERS Ed СО, Фф) еу 如 工 
EM Ф-Т, РЕ COS. + 
ПА, = >) >) sup рК). (5.5.5) 
RES lal<r ЕПК 
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引 理 5.5.2. 设 天 是 吐 中 的 紧 集 , 工 是 天 的 紧邻 域 , 则 对 
EEA J:9U— К” 在 工 是 内 射 ,有 一 8 > 0， 使 得 对 所 有 
g€ C(9t, 2) 适合 

lf 一 gll < 8 
时 映照 |K 是 内 射 。 А 

Ж 任 一 点 pe K, 可 取 一 邻 域 U 使 0U 是 紧 的 \ 包 含 于 L、 
且 包 含 于 某 一 华 标 邻 域 之 中 . 设 Pp 是 坐标 系 , 取 ФО) 充分 小 
使 任 两 点 a,6 EU 有 

|f(a) — £02] 2 ela — b], 
(其 中 定义 ja — b| = |p(a) 一 eC D 这 是 可 以 做 到 的 ， 因 
为 不 仿 假 定 也 是 欧 氏 空间 的 邻 域 ,由 Taylor 展 式 可 知 


ба) 一 KE) = (21699) (4 — D, 


于 是 


ft) — (G1 G — БУ |( 9] (а), 


a |. > 


这 表示 | ( 8! B) sj 一 el 是 正定 的 . 


对 任意 a,b€ U, 若 g€ C(9t,2) tE lI — gllus 充分 小 时 ， 
MUH А = f — £HJ Taylor 展 式 可 得 


|5(а) — A(2)] < la 6], 对 所 有 a,be U. 
由 此 可 知 
leCa) — elb)! > ICa) — CI — 
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[h(a) — 401 > 二 el。 — b], (5.5.6) 


对 所 有 abe D, "OPEN 
下 于 天 是 紧 的 ， 我 们 可 取 有 限 个 图 (U1 pi)， °. .., (Uns 


Фә) Kc Ü UCL. FE 17 — gl 362 t, |0, Ж 


А=1 
РЧ}. УБЕП (5.5.6) 在 U, RX. 
4 A KK X 天 的 对 角 线 , 即 所 有 (ao 点 ，ae К, QW 
对 角 线 的 如 此 的 邻 域 , 任 一 (2,2) € A,a 必 属 于 某 一 个 UL Н 
£ 为 充分 小 正 数 ,而 令 
Uu = {(b,c) € U, X U,| |b — a] + ]|e — a| <}, 
ш W = U Uag 由 此 可 知 , 当 (с, D) EW — A, # 


(a,a) € A 
(5.5.6), (с) 2e g(5). 
由 于 大 xx 五 一 三 仍 是 紧 的 ,有 正 数 9 使 得 110—102] 
> 0, 当 (Ga,b) € K X K — W. mE lf — elar < 2, 则 当 


(a,b)€ K X K — WI, 
Jeca) — gC5)) 22 |а) — 1) | — (Ка) — g(a)] 
— ЖК) — g(1 > 0, 
ВП z(a) > g(t), dE (a,b) EK X K — W. Ex EB, g(a)se 
gC) H Cab) € K X K — А, ЖП 2,5 € К,а 5c B 时 g(a)>= 
g (b) ,这 就 证 明了 引 理 。 

812 5.5.3 ШЖК" 中 的 有 界 开 集 , 而 h:V— R 是 
微分 映照 。 若 ” 22 2m, 则 任 与 正 整数 + RER є, 必 有 微分 
映照 J: V 一 R° 使 得 函数 矩阵 8f/8x EV LEO m, F E. 
Ilf — foly < s. 

证 RRINE H p fe V ch BG ?次 中 ,如 子 矩阵 
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анъ. MOS (Gom), 则 存在 微分 映照 /:V -> R" 使 


g PoF) ур р, Н} folly < s. 
O(xl, ee, xt) 
实际 上 ， 令 


@ (x x7. Mb ›х”*) 一 Ө» 一 ar) (xem. М хх” — 1), 


O(x!, MN 09 
P HEER VX R* 入 R" 的 微分 映照 . hT mts < 2m < n, 
据 引 理 5.4.2 可 知 ， 任 与 5 > 0， 存 在 aEp(V X R) 适 
Alaj < 5。 作 映照 
fCx) = Cr) 十 хна, 


则 

Ə(f,- fn) = O(fi,:- ` fE) , 

O(xly - xt) (xl, .-- x1) Р (0,2) 
之 秩 必 为 :十 1. 可 若 不 然 ， 必 有 非 零 的 1 X (G; + 1) 和 矩阵 
(CHARTER 2775 3) 1E 


ð FILM m nts , 
эы SD s КЕЈ | ә) 


l par A 
= fitt) (atti, ese x *5 3) + Aa! == 0 


Q(al, xD 
Jc Bp 
ӘС Vf) mit... mts 
(al, Vx (x ? ›Х ) 
Of, Әр” Y , 
oet) Tow 


1 必定 不 为 0, 否则 有 
OCfi. ID (xm у = 0, 


Әсі, +» x) 
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这 与 假设 矛盾 , 故 无 妨 假定 1 = —1, XS a&e(V х R) 
矛盾 , 由 于 VV 是 有 界 ，|zxsn| < М. 于 是 有 
, M — hlv < (M + da] < (М + Da. 

命题 证 毕 . 

定理 5.5.4 (Whitney RAE) X9UEmiED UE, 
N > К” 是 微分 映照 , ” 2mw， 则 任 与 C(%U,n) 的 邻 域 
SOL, e,m, fh) 必 存 在 TEB, E f «ERA. 

证 HORRSETESI (U, p} v—1,2,*--, EHU, JE 
局 部 有 限 , U, ERHI, H pU.) 一 了 是 Re 中 有 界 开 集 ,此 


IARE K,CU, E UK = 9Л, Фе, > 0 及 整数 m, > 0. 
假定 能 构造 映照 fosfis ... sM — R”, 使 得 
Са) [Dh C) — Dhl) | < е,, 34 x € K,, ]o] < m;,; 
l 
Ch) fi Æ U K, 正则 (Ko = ф); 


Cei) supp(fen 一 fsr)CCU, sp == 0,1,---,1 — 1, 

现 作 可 微分 函数 a, , EMH Sa € 1, 其 支 集 在 Шын 5 
而 且 在 Kia АЈ 35379 1, 185138 5.5.3, E5 6, > 0 及 整 
Жл, 有 微分 映照 h Urn > R^, [818 А ТЕ Uia 上 正则 ( 即 秩 


№ m), JF B. 
|D*(4; — 962] < 8,, 7 |a | < Tie (5.5.7) 
作 映 照 ! 
fui = | fi + o —f)5, Ж Uia, (5.5.8) 
fis 在 9t — Ums “° 


则 jae C(3t,s).. 由 于 在 Ura 中 
Dfm — h) 一 ‚2з D*a,D*(h, — fi)» 


故 当 n 取 定 后 ,有 
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1De( — 1062] < Mibi, la] < г. (5.5.9) 
我 们 要 证 明 可 取 ” EEK, 6, ZME fin 适合 : 
(аы). 由 于 0,1 是 紧 的 ， 最 多 有 限 个 Ку, 天， 与 
Um 有 交点 。 据 (41) 我 们 有 充分 小 正 数 8 使 
|D° (fi — А) р) | < Ep — e, p € Kps la] < m, = 1, 
"эз. HE ri > max[mi, * * * ,ms} 及 M 8, < в, 于 是 有 


(ы — h) 0) | < 1D" — f] 
TD — j) | < Eps 
M pe K, |а} S тән == l 至 于 其 它 的 天 (> 人 
与 Um EX A SERIO fia = fi> 放 fn 适合 (аы). 
Chin). ЕН (5.5.8) 及 ar 的 性 质 可 知 ， 在 Kin 中 有 Ta 


是 正则 的 ， 据 (61),fi EK 一 Ук, EW, Kc U,’ Wit 


ко qË KcUC à. ЛЕО, 应 用 引 理 


5. 5.1 f U, "8—fh 的 邻 域 $w— СО, n Ulum. ээ w, PEU 
得 任 一 g € $5 时 ， # 在 U 是 正则 . Ну r; Z maxíÍmi, ` * SLAP 
М ё; = min(ei,- tt sE}. HiC5.5.9) Asfi E 5”, 因此 f: ЙЕ 


了 17 特别 是 在 天 正则 , 故 ы ЖК + K, = > K, EW, 
и=0 


Cera) HC 5.5.8) xD (fa — 1) =0, 4 p € 9R — Ui EBD 
supp(j 一 [© н. BICe 571, (c a) EX VE. 

现 设 耻 是 趾 的 任 一 开 集 其 闭 包 是 紧 的 , 则 最 多 Du ……，,D， 
HVA. H Се) ATE V 中 ， ы = f2 = Ёз = `... 故 
f = 上 mf 存在 并 且 ру = lim D'f, 对 任意 之 a。 此 外 f 在 任 


— V K, 正则 ,因而 了 在 X 正 则 ， 据 (a1), 当 1 办 分 大 时 


v=0 


|D*(f — fo) (p) = |D*(f; — f9G2] < е, 4 рє K,, 
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ja] < mus ËD f€ BOLM, Ef). 定理 完全 得 证 ， 
定理 5.5.5 (Whitney 安装 定理 ) AME m EMI 


任 与 微分 映照 }:9Я—> К", Цо 之 2m + 1, fo 的 任 一 邻 域 
B(A, Em f ZH je 加 ,使 得 fiM R EX, 

证 据 定 理 5.6.4， 不妨 假定 fo ERA, Ht % = ((U,, 
Pr) oia ЛАРА, EHU HE FRE BUE FRIES LU Re ERIS, 
plU, 是 内 射 。 此 外 取 紧 集 K,CU,, К, =M., < s,> 0 
与 整数 m, 2 0, RITA E — PADRE bfi tohi M -> К" 
适合 


(а) 10, 对 每 一 U, 是 内 射 ; fi] U K, 是 内 射 。 


(21) supp(foii — fo) C U, sp == 0,1,7 2,1 — 1, 
(с) [DR — Dlr] < 6,334 x € K, la] < m,. VE 
fos rfi DIE ВИЕ in dn F. EMm ЕГ БФ a1, 其 支 集 在 
Um AE Ку ЈА а = 1, $ 
V = {(х,у) EM X 9 |а; (ж) о; G2], 
Wu] V TREM x MIFE, 故 是 一 微分 流 形 ， 令 p:『 — К" 
如 下 定义 
ho) — hO) 
e (x) — a; OY 
HT n Z 2m + 1, e) 的 测度 为 0, 由 此 任 与 6 0, 必 有 
a€ R", 使 la| <8, a€p(V). & 
Ina = fi + оа, 
ШЖ} ыб) = р Су), 则 有 
fix) 一 h (y) = —(oa(x) — абу))а, 
由 于 аё ФСУ) VA а бх) 一 абу), т fi(x) = |Су). Са) 


可 知 , fa lU, 上 是 内 射 ,fini ÆU K, 上 亦 是 内 射 ， 现 在 如 果 


Ф(х,у) 一 一 


. 222 ° 


i 1 
x€ Ku y € U K,, E1 раба) == фал (у), ДНН а,б) = 1, 


обу) = aj) = 1,4138 y € Ur 这 是 因为 supp o; 0а. 由 
于 liri] Оза ЕРМЕ ЙН x = y. 因此 证 明了 fia 适合 
lamm). ETRA bud CD ERK. Bf = lim fı 在 
MEATH fe SQL Em, fo). 定理 证 毕 . 

定理 5.5.6 шт Р, Н ВАР К, 并 
有 -一 闭 安 装 于 RUM. 

证 取 {0,}yrwz.… 是 局 部 有 限 开 禾 盖 , U, 是 紧 的 。 且 有 
ЖЖ К,С0,У>УК, = 9. Kay HM 上 可 微分 前 数 ,07， 
委 1 而 且 supp СО, SEE K, 上 是 恒 等 于 1。 作 


Кр) = У) этр), p€ x, 


则 jp: 一 ЕСА", 4 B? = {хє R°| |х|] < >), WBD 
包含 在 Ky, S K, 之 中 , 改 矿 (8 人 是 紧 的 ,此 即 ҺЕЈ. 
当 n Z 2т 时 ,定理 5.5.4 存在 f€ 9(9L,e,m,fo) АБА; 当 
п > 2m 十 1， 据 定理 5.5.5 存在 这 样 的 1 是 安装 。 取 所 有 
g < 1, ЩИ 

|f) 一 6) <1; +€ 9X. 
E1 JE RIAT 24 ]f(32 | v8 1f | < > + 1, ЕП (В) 


& & dE fp (Bin) rh o8 fF (By) 是 紧 的 , 即 了 是 逆 紧 的 . 3E 
理 证 毕 。 


$5.6 Ж (transversality) 定理 


一 微分 映照 fr — 9t SOS XJ T N J T UE 25 TE acm 
是 横 截 的 《transvetsal) WRR i f(a)€95 gk f(a) € WHA 
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fr CM) + Wia 一 Rias 
亦 即 f, CMa) 与 93у. 生成 No. f RAR РЗД, ЖЕ — K 
а € M EMET 95. 
T; WIERE n — r,n ENDER И) r RAL 
(codimension). 
注意 对 Ve 下 ,可 选 一 和 的 图 (U,y), 使 得 在 上 站 路 的 
局 部 坐标 可 以 适合 条 件 
ye = уб = 0, ` (5.6.1) 
这 是 用 隐 函 数 定理 易 知 的 ,因此 如 在 < 的 邻 域 中 , f£ 的 局 部 坐 
标 表 示 为 
| у" == P, b = (а), 
则 对 5є W, } 在 < 处 对 于 35 模 截 的 充 要 条 件 为 沙 数 矩阵 


在 。 点 之 秩 为 +, 因此 必须 7 «m. inj xR -> R' 为 投影 
x(yt, ` 3 Z2 229) 一 Су? > ° ° .,у), (5. 6. 3) 


ДЇ «yof Eb a ЗАА, ROBUR, 在。 点 是 常 点 ,而 (0，- 
0) 是 常 值 . 
由 (5.6.1) 与 (5.6.2) 可 知 ， 在 «的 邻 域 吕 中 ,映照 六 CB) 
NU 的 点 的 局 部 坐标 适合 方程 
РС) == 0,-+-,/ (ж) ==0, - (5.6.4) 
TRUES PE эю rt. E 55.1 之 例 
95) ПО т r 维 流 形 ,这 对 所 有 ae r OEA 
此 性 质 , 故 有 
命题 5.6.1 如 微分 映照 1: 员 一 名 对 于 多 的 于 流 形 3 是 


+ ЖБ, Зд а € ЭЙ ЖЕЗ ЯК, ИГ — e BAD ЖЕТИ PA W RE WBA R, 
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HRI 则 或 者 [OC (95) 是 空 集 或 者 是 M 的 补 维 为 7 的 子 流 
X. 

ZE Жз ЫЕ dimm = т, тї = z, dim35 = »— r, 
HT (5.6.4) rh, fL... ,了 WAREZ r, 故 可 以 选取 
坐标 ,使 如 二 了 (Cx), ,Yr 一 (x) 及 DU 充分 小 ;使 得 在 U 中 
广 !(%) 门 也 的 点 的 坐标 田鼠 一 0 和 一 0 所 决定 。 而 映 
Fi s bs Жл (5.6.2) 化 为 下 面 的 形式 

yb = xeu yr mm Ey? m P(Z);a = r + 1,+++,л. 

引 理 5.6.2 i$ V lk К” ДЈ, ЮИ fiV 一 К” 对 
于 平面 P= {y€ К" |у! 一.… = у = 0} 是 在 VV 的 一 紧 乐 KK 
的 所 有 点 是 横 堆 的、 则 存在 正 数 e > 0, 使 得 任 一 微分 映照 
EEV > R" ÆA llf — ell < & Ff. g HTF P ZEBUR K HJ E 
Bi dut. 

证 ”由 于 在 到 所 有 点 横 截 等 价 于 ef 在 天 中 没有 非常 点 
使 得 值 为 (0,0,…,0)， 若 m < +, 据 横 截 定义 ,必须 0€ xof(K). 
玉 是 紧 的 , 必 有 正 数 ,使 得 0 到 xof(K) 之 了 距离 为 e, WM 
lg < eif [лор — xref] < е, 0 €xog, ро ЖН. 

Wr << m, H (5.6.4) "А, Cpo 是 一 闭 集 ， 因 此 
(zej 力 0) 站 天 是 紧 的 。 我 们 用 有 限 多 个 了 中 的 开 集 V; 把 它 
zi, V; 的 选取 使 V. 是 紧 的 ,而 且 V. V, ШАФ V; 中 

эбе Р. 2806 r. hT УР, 是 紧 的 ,由 命题 55.2 的 证 
明 中 知道 ， 如果 |f — Пу < s, в 为 充分 小 的 正 数 时 ， 
xil - PS &V,ZBU r RAE — K 一 U VR 
闭 集 , 且 包含 于 玉 , 因 此 亦 是 紧 集 ,0Eref(KD) ,因此 0 到 zof(K1) 
有 一 正 距 离 ei, 取 g <=, H |f] < jg] + = 可 知 [zeg] 
> ]=sf| — & > 0, (хов) (00K 不 属于 К, 即 包 含 于 
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U V; 中 ,因此 8 XiT PERRE. SERAF. 

S CCM, N) zo t MAN 内 的 微分 映照 , fe CCM, 
N) Ht 9 = {Vrt ous 3E 9t НАЈ АЧНА И, 
即 {Y,} 是 局 部 有 限 的 旦 V, 是 紧 的 . Б == { (Оф) } 
Em 中 的 一 个 局 部 有 限 图 册 , 使 得 每 一 D5, 是 紧 的 , 且 对 应 有 
v(u) ;使 得 f(U,) C Vau. ШУНКА КСО, EEK, == %. 
4 в = {е} 为 一 组 正 数 ,3 = Un] 为 一 组 非 负 整数 ， 

B == (9%,Н,в,9Й„}о). 
表示 如 此 的 fe CCM, NY, 使 得 当 fo(D,)CV, 时 ， 
ТШС, (5.6.4) 
成 立 .此 外 当 (U, C V, 时 ,有 

|D*(f — 3) (р) | < so X Vp € К„,|«| < mas (5.6.5) 

这 里 DG — 4) G2 即 为 

Ю°{(ф„°]ефы!) — (@,° h° o2) 1ф,(р) 
之 简写 .以 9(95,21, 6, 9t, fo) 作为 有 的 邻 域 的 基本 系 , 则 定义 
了 C(t, W 的 一 拓扑 。 与 上 节 一 样 ,可 证 此 拓 扩 与 路 及 扩 
ZEREX., 

定理 5.6.3 (Thom 横 截 定理 ) HAHI RR }ь:9Х — 9t 
及 用 的 一 个 给 定 的 子 流 形 四， 则 任 与 的 (В, A, Ee, M, fo) 
A fem, J T % ETE. | 

证 设 我 们 已 构造 一 串 ooft h € CCR, N), 适合 

(ai) fCU,)C V,3FH Я 

[D*Cf, — 1) < 65 А РЕК, la] < myu 


i 
(b) hE U K,(K, = p) SLT 25 ERRA. 
к= 0 - 
Cei) supp (fa 一 РО,» EE 570,10,:::,4— 1. 
现在 来 构造 ha. BOTE Wis Wi {Кыс Wi, СИ, 
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СИ СИС О. 作 可 微分 函数 ar, 使 其 在 W, LEX 1, 在 
W; 之 外 恒 为 0, 而且 在 中 ES osa < 1. WEE. fUr) 
包含 于 咬 的 其 一 个 坐标 邻 域 V. 之 中 , 命 坐标 系 为 yo 我 们 仪 
ЕТПЕ АСО) 与 下 有 交 的 情形 , 否则 取 fa = fi WAT. 
УОНЧА Y 适合 (5.6.1)。 据 Sad 定理 aee ysfi CUL) 
的 非常 值 测度 为 0, 因此 必 有 а = Cal,- ,a"), 使 得 z(a) XE 
原点 的 充分 小 邻 域 中 ,而 x(a) 不 是 非常 值 , 作 
y" [ysfiCp) — о(р)а], ТЕ Uia, 
mO = кс, 在 M — Шы. 

在 КАТ, WE p ES 

хуор) = шуо} (р) — a (р)ж(а) = 0, 
H p 必 蚌 五 的 常 点 ,因而 原点 是 xoyojir 的 常 值 , 因而 不 存在 


1 
非常 点 p€EKins 使 zoyofin(p) == 0. ` p€ W,n( SK.) 


за] 
们 可 取 E | 充分 小 ， 由 于 在 U, 上 
yofiriCp) 一 yof Ср) ао, « Mlal, 


据 引 理 5.62 TAL. fs GO (УК, ао HR. ME 


1 
W, Z|, fin = fi d UK, 对 9% ЕШ. [ХШ Ë 在 KU 


(YK) EBRR СОВ А. ЗЕР (шы) 5 Сам) 


只 要 取 а 充分 小 就 容易 证 明 ,最 后 取 / = Emf:， 便 是 定理 所 
求 。 定 理 证 毕 。 


• 227 • 


参考 文献 


N. Bourbaki, Topologie Génàrale, Chap. 1—2, Paris, Hermann 
& Cie, Editeurs (1951). 

А. B. Brown, Functional dependence, Trans. Amer. Math, Boo., 
72, 959 (1960). 

C. Chevalley, Theory of Lie groups, Princeton (1944). 

J. L. Kelley, General topology, N. Y. Van Nostrand (1955). 
J. Milnor, Differential Topology, Prineeton University (1958). 
А. P. Morse, The behavious of a function on its critical set, 
Annals Math., 40, 62 (1939). 

E. Narasimhan, Analysis on real and complex manifolds, 2d ed 
New York, North-Holland Pub. Co. (1973). 

R. Navanlinna, (hA ETE, HHE, EAS B EE CT900). 

А. Вата, The measure of the critical values of differential maps, 
Bull. Math. Soc., 48, 883 (1942). 

В. Thom, Un lemma sur les Applieations differentiable, Bol. Soc. 
Math. Mexieana, 59 (1956). 

华罗庚 ， 数 论 导 引 ， 科 学 出 版 社 (1957). 

吴 新 谋 ， 数 学 物理 方程 、 第 一 册 ， 科 学 出 版 社 (1959)。 


* 228 • 


第 六 章 黎 曼 几何 


$61 切 丛 与 线性 联络 


RNE m ERDE. BT 跑 是 局 部 欧 几 里 德 的 , 即 每 
Ар, 有 一 坐标 邻 域 U 及 坐标 系 +， 故我 们 可 以 在 顺 上 定义 
向 量 场 、 张 量 场 、 线 人 狂 联 络 等 ， 只 要 在 局 部 令 域 U 上 如 s 1.5 
和 $ L6 一 样 定义 。 由 于 $ 1.5 的 符号 与 坐标 及 标 架 的 选取 无 
关 , 这 些 符号 完全 可 以 应 用 在 微分 流 形 上 . 

DJ 99, Ж p 点 的 切 空间 ， 令 

тэл = > M, 


BD T9* 是 所 有 切 空 间 的 所 有 切 向 量 的 总 和 。 WUE MAIR 
ж. 
ти = $m, 


PEU 
定义 为 了 对 的 开 集 。 下 面 证 明 TU 可 与 R” 的 开 集 一 一 对 
应 ,于 是 ТӘ 有 一 拓扑 ， 有 一 自然 投影 
x: TM — 9 

B] «€9m, hb, ÍzG2) = p. ЩТ (U) = TU, ikr 是 连续 
АЈ. ТУЛ 称 为 ЭЛ 的 切 丛 . 

TN 是 一 2m ЖКУ 6, Ж QU, x) BE UE B, 
e € ЭЛ, ДЖЕ z: TU 一 z(U) x R” 如下: 

Elv) = (x(p),vxl, *-- vx"), (6.1.1) 


注音 ,由 5 1.5 可 知 ， "可 写 为 v = Qu!) 2 ‚ Ж u = xi, 
j 
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т" = олі, BEICT QU), НАР CU, *) 的 从 图 .如 (六 2) 


EMm Н 51—[ w (a, b) €x(U Y Ü) x КВР, Но = p 


= y 0 ANUAL 


forla, b) = (5-а), 2 өы, 2 (6.1.2) 


由 此 可 见 坐标 变换 是 可 微分 的 , 故 ТОЯ 是 2m 维 微分 流 形 . 
如 pe 97, M, = = (p) Жр P БАЈИ. F U EMAY 
JF E MIRR X SU — TM 满足 
яоХ = idy, | 
其 中 idy 是 口中 的 恒 同 映照 , 即 iduCp) = p, 则 X 称 为 0 上 的 
uu. Ф Xi, 表 X 限 制 在 ?点 , 则 АШ єл, 它 可 写 为 


一 COR — 
x, 


其 中 总 (p) 一 Xori 是 了 的 可 微分 函数 ,因此 X 是 上 中 的 可 微 
分 向 量 场 ， 反 之 ,如 X 是 吕 的 可 微分 向 量 场 , WU X: U — TM 
是 一 UU 上 的 截面 ， 令 + 是 相配 于 x 的 坐标 系 , 则 有 

: reXox"l = (х,ф!,+++ф" уох, (6.1.3) 
EMG NE m 2E Es n # ЛУ ЖЕЕ, УВЕДЕ /:9Л 一 外 诱导 出 
f«:T9U— TR WF. H81278pJAl, Е— ç € MN, 有 一 wv € 
Жу, RITR ке sH 


ТЛ +. TH 
<| |= > ËD for жоў, 
—L, 9 


引 理 6.1.1 ЕН ЛЕШ: "— 0€ TM 
— 了 是 可 微分 的 . 
证 明 AU, EMR RU E UBA F N EER 
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邻 域 了 中 ,了 的 坐标 系 是 六 P ro 为 相配 的 坐标 系 . 如 ç € 
METU, 由 (6.1.1) 
ECU) = Celp), E), E = (Е!,++.,&"”) = (vr, va) 
及 Qf) = GGG.) = QS oom 
一 (Guo) tt »ar2y7), 


ШЕ де P^ (acd, cun) ОРЕ Е Ж 的 可 微分 卫 
数 ,证 完 . 
4 (m) 为 员 上 所 有 的 可 微分 向 量 场 。 v: 2 (m) 


x DCM) — Ф (эл) 是 一 线性 联络 ( 见 $1.6). 任 一 XE 
£ (9) 定义 了 一 截面 XX: 观 一 了 WM, 由 此 诱导 出 XTM 一 


TTM, 如 下 : 车 ve 97,СТӘЛ, v = 225 而 х= p 则 
X 


Хур = ai 2 д =ai0 4 qi 28% 0 


Ox! Op дхі Әхі BE 
一 Ə Irtkpi 8 ies k 0_ 
= aí 一 一 一 Гі. Гі. )——, 
а o a'& og +a Өн +š p 


TN 0 — 9B o. k 
其 中 гї es i вт) 


х 20. Hai bot 20 的 系数 和 前 一 式 第 三 项 Be 的 系数 相 
E. BADEX—HUS 


OCITTO»— T'Ən, 
使 得 
A (Xar) = V.X, (6.1.4) 
; 0 8 a +ô 
= ві О є 94, СТЛ, w= -Z = pi- p prti 
Bus Ox! P И дг" Oi Oi 


€(T9O,CTT9., EX, 
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Ж) — (orti 十 реті) 8. (6.1.5) 
x 


由 于 ww 的 了 TM фф (x, E, b), 9€ (w) dz TM 中 的 坐标 
Җ Сх, п), т = bi 十 ЫЕКГЇ,, PREMA 是 可 微分 的 ,.2G- 
ЮНА АН, о e€ TT9R, 适合 K w = A (ш) = 0, w 
称 为 水 平 的 。 

又 由 TMM 诱导 出 ж: TTM — ТӘ, 如 w= 


s 8 = 1 日 л = £U |. 
Š Әр’ 显然 T.U == b 8zi^ 如 xf 0, Fry 38 E 65. 
现在 把 向 量 场 的 概念 推广 ， 设 M,N ROO ЈЕ, fN 
— ЛУН ER SCA IER X :9t— TM 称 为 沿 地 的 向 量 场 ， 
如 хоХ = f. RAA f 的 向 量 场 为 ,例如 Xe 2 (%), 
Xof:9t = TM 定义 为 p Xip Хо} 就 是 沿 f 的 向 量 场 . 
Хш Ає DCR), f, A: N — ТӘЛ, ХЕ fed = f °A, 85| 
BB 6.1.1,fs4 是 治 f 的 可 微分 向 量 场 , f, A 称 为 沿 f 的 切 向 量 
场 . йт f 的 切 向 量 场 的 集合 记 之 为 87, 

Ж p € %, (U, r) EME, f(p) € U. ФУ = F£(U),54 
任 一 Ye %, 有 局 部 表示 Y = EC) 2 = Yx б, Rub 
EG») 是 了 中 可 微分 函数 . 

现 设 名 是 ЭЛ 的 线性 联络 , 4€ (9), Y є %,, 则 

Rl TN Y+ ТТ = TM, 
其 中 YY 是 了 的 联络 映照 。 定 义 
V ,Y = SC Y, A. (6.1.6) 


CU, х) S RE Y 一 s € 9, z НЕЕ х тах 


的 从 坐标 , (V, y) ÆN WE, VCU, AEV PRA A= ` 
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gv 
ду" 
ч „Өг а „бх! 0. EB д 
Y Ei = а А = + € > м 
* 2; ш Əy° Ox " y" БУ] z 0y* Og 
Ox 8 Or Qj 0 | 
а 2 — «т f _ 
“бу” 08s ^ Oy ӘН 
af 95 K: 
— Гы 
十 4 (2+5 3 og 
于 是 
Ү.А = УУ = а GS + ГЇ 2 ar (6.1.7) 


rib nr AD, Zn f:90— M АУЕ, M вае 
为 

V:£ (90) x $,— B; 
mR A, B € £2(90, X, Y€ B, Фф, фЄ DH), 则 有 


VoarvBY = ФУ„Ү 十 VY, (6.1.8) 
V4CoX + ФУ) = gÇ X + (49)X + $S ,Y 
+ (49)Y, (6.1.9) 


ЖУК, M 的 挠 率 张 量 与 曲率 张 量 (网 式 (1.6.77) 有 如 下 性 质 : 
T(f,A, В) == У +] B = Vif d 


— f.i A, B], (6.1.10) 
ЕКСА, }В)Ү 一 wydVvay — VV 4Y 
— NI, Y. (6.1.11) 


例如 (6.1.10), it YE 9t б (0, y), 
А = s. pop. 


2, 


8y* ду°' 
E «Ori Ə 

| A= -, UI OU. 

HW |a= Әу" pm IP сө, Әм 
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根据 TCX, Y) 的 性 质 可 知 


Өх Ox* Ө 8 
T A, fB) == ab? 一 一 T (2, 一 -一 - 
GT A.F B) = а By” ду? ам? Brt 


_ дарв Әх? EI -2 — у, 9 
Әу" OyfN >т Әх“ 25 Өх! ` 


另 一 方面 ,根据 (6.1.7) 可 知 


V J B = а^ [2.2 25) + 2 "m p ri 
уура = 59 pag 5) + 35。 ri | à.. 
由 此 可 知 ， 
rd 
E rms 
由 于 fla, B] = (а ae pe o) os БЕР 


这 就 证 明了 (6.1.10)。 类 似 地 可 证 明 (6.1.11), 


562 平行 移动 ; 测 地 线 


Ў ЭЛ 是 普 维 微分 流 形 ,了 ÆR PKA. Mhig iR 
途径 是 一 连续 映照 e: J 99, da J 是 紧 的 , 即 7 — [ap], M 
称 cCa) Ж йлнд, (0) 称 为 终点 .< КОРОНУ, АП c (a) 一 


с(8). 


iE VIRES БААНЕК, с 是 吐 中 的 可 微分 曲线 , 若 c 的 


坐标 系 为 2 于 是 T 是 了 的 向 量 场 。 一 向 量 场 Xe 9, 称 为 沿 
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у4Х=0, (62.1) 


dt 


模 据 (6.1.7), 若 X = =#н-9- SQ х) J&9RBS ES „ШЕ c U rH 


v, X = (E + ri, pir. -) д 


dr дх? 
因此 当 X 沿 езет, гова | 

| е +T} ud = 0, (6.2.2) 
由 一 险 常 微分 方程 理论 可 知 , 如 € J, ç € 9,6, 则 存在 唯一 
的 沿 с 的 平行 向 量 场 X, 使 得 Xi о. e 


é = Cp 6.2.3) ` 
Ep? ( ) 


于 是 在 图 (U, х) h, e U = O Bf ,WJ 

¿= — —— , | (6.2.4) 
ë Жуй “的 切 向 景 场 . 如 果 沿 “的 切 向 量 场 是 平行 的 ， 即 
Ye 一 0， 则 < 称 为 测 地 线 ， 由 (6.2.4) 及 (6.2.2) 可 知 , 局 部 


di 


地 有 
dx p 0 6.2.5 
dn M «e de . (6.2.5) 


th — Br fd 7; fei BRE uj 3 CDU n BL Millet E Murray 01), 
Wn f 0, 给 与 c(i = p, 的 坐标 为 +(p) 二 a B e(t) 


= i 2 EM, 有 唯一 的 测 地 线 满足 
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s= | 证 


. dt 
即 有 一 正 数 e, 使 得 方程 (6.2.5) 有 唯一 的 解 
xi == pi, 2; E), (6.2.6) 


这 是 在 lt| 2e, |а] < e, ] £8] < 的 一 邻 域 中 的 可 微 函 数 ， 
使 得 

4хї 
dt 


102] < c, < К, X]: < 28, 


此 即 存在 唯一 的 测 地 线 v ,:J 一 %t, J = [一 se;s], 适 合 7,(0) 
= p, ?的 局 部 坐标 为 ai,7,(0) = v = g Š _ 


Oxi,,., 
定理 6.2.1 H9SURR EABEDURVIUMNA UE, p JUR 
中 任 一 点 ， 则 存在 M, 的 0 点 的 邻 域 Vs Ж ЭЛ J p JRRU 5838 
ОМ, 使 得 映照 "上 > 7,(1) 是 No — N, 的 微分 同年。 
证 “ 现 设 x(p) = 0, 4 ф!(,Е) = (5,0, 8), 
其 中 íG,0,2) H (62.6) 定义 .于 是 


j 
ao) = 0, SE (0,5) = gi, 


35] «& 1, |+] «25, | £ ] < е А, НАНЕ — ВЕ 
dist, E) = pCt, s£), 
为 为 此 两 组 函数 有 相同 的 初 值 条 件 。 此 外 , Æ 上 一 0 附近 作 
Taylor 展开 有 
© ai= ф(в,Е) = Ив — егі, (в), (0 < e" < в), 
由 此 可 见 变 换 
(Е!,+-+,&")-—> (ф'(в,Е),+++ф"(в,&Е)) 


HARDEE g = 0 非 异 , БИ ç = E 2, ，F> 7v(e) 是 局 
部 一 一 的 ， 而 >,(1) = у, (е), 定理 得 证 ， 


+ 236 ° 


由 定理 6.2.1 5E ХУЖЕ ә — 7,(1) 称 为 点 的 指 
КЕНИ, Н Exp, 或 Exp Жж. ШЖ ОЛ, 中 的 0 点 的 邻 域 
No 取 之 使 得 : (1) 有 一 ?的 邻 域 N, 使 No 一 Nb, ЫП Exp 是 
УА, ХЕМ, шо <: <1, ДНХ E No, Д МЯК 
为 M, 的 原点 的 正则 邻 域 。 殉 的 2 点 的 邻 域 N, 称 为 ?点 的 
正则 邻 域 ， 如 N, == ExpiVo, 取 X. ss, Xn EM, 的 一 组 基 ， 
N, BJA R 

Exp aX; i> (а, ++., 47) 
称 为 ?点 的 正则 坐标 系 ， 由 此 可 见 
Tx(r) = ExptX, X € Ny, 0 < z < 1 
是 N, 中 的 测 地 线 ， 即 Ne 中 任 一 点 区 与 %t, LR LAB 
zX, 0 < г < 1, Ехр og N, 中 的 测 地 线 ExpeX,0 << ; < 1. 
故 ? 点 的 正则 邻 域 N, 中 任 一 点 4 有 唯一 的 在 Vs 中 的 测 地 
线 Yvx(G 与 ?点 相 联 。 

定理 6.2.2 Бн ЈИ АЕНА У, 则 任 一 
点 PE MAER N, 它 也 是 此 邻 域 中 每 一 点 的 正则 邻 
域 。 特 别 是 М, 中 , 任 两 点 可 有 唯一 的 在 N, 中 的 测 地 线 通过 
之 。 

WCU, х) M 的 图 , p EU。 任 一 点 qoE U0， 有 一 充分 小 
正 数 л, (58 

V,(qa) = (q € U JECC) — Cg) Y < 3) —U, 
V,《go) 称 为 до 点 的 半径 为 7 的 球 邻 域 ， 令 olt, а, Е) 
(6.2.5 ) 的 解 如 前 ,其 中 a = x(qo), 于 是 有 了 映照 
Фа: Б! E z! ф!(в, z, E) = a! + Ele — PERETI Ce"), 
由 于 Ф(в,а,Е) XE a K Ет Ay ESER eo， 必 有 正 数 
8.43 la] < 8 时 有 | 
lole, a, E) — pCa, 0, 2] < eo, 
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ap (C 2, £) 一 qe, 0,5)] < Ep, j = 1 m | 


Че [8] < e. 

EAI po:E — х = oe, 0, Ë) 

Elg] < e 是 微分 同 胚 , 据 引 理 5.5.2 可 知 , 可 取 5 充分 小 使 
得 所 有 了 映照 pEi + = gle, a, £) || < Се) BEAR 
51818, 

令 N = {ЕЄ В| [8] < r}, Ma = PN). E MeH 
原点 为 中 心 ，P 为 半径 作 一 超 球 5 包含 于 Mo UE So 的 边界 
为 Zo, < И == pit(Sso、 由 于 同 胚 映 照 把 边界 点 映 为 边界 点 ， 
й Г = фу СХ) EVAR, < ХУ, = eT) HS £er 有 
e(E)€Z, Hi 

[|ФСв,а,&)| > |Фф(в,0, 2] — £ Z p — & 


可 知 , 取 6 过 全 时 ,p《V) 包 合 原 点 为 心 半径 为 /2 的 起 球 . 
取 5, 充 分 小 使 得 4 09 < 二 6， 对 每 一 点 “适合 la| < osi 


ТАН rop No > N,,, 使 Na, 包含 Ns 中 半径 为 48, 的 球 邻 
域 Vale). KEHRT 

引 理 6.2.3 FEER бо, 使 得 任 一 g € Vs, Co) 时， 球 邻 域 
V, (q) 包含 于 ?的 正则 领域 之 中 。 

由 此 可 知 , Vs,(p) 中 任 取 两 点 а, q, 最 多 存在 一 测 地 线 
EE Ка, 而 包含 于 Vao 之 中 。 SER 3 < ë, 使 得 
УВЕ (a 一 Г) Z sl, jr] < д, 这 样 的 硬是 存在 的 . 
于 是 定理 6.2.2 包含 于 下 述 的 引 理 中 

5|Ж 6.24 FSER n S81, PR VGO 是 它 的 每 一 点 
КУТЕ MR. 

证 VO) 的 边界 DD 是 V. Ср) 的 子 流 形 ， 我 们 首先 证 
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Bx pe y: — Y G)ZEfE D BJ go = TCA)TBUJ. ДАТЕ 
t 充分 接近 г 5e a hp, TG XE У СР) 之 外 。 实际 上 , 令 
iQ) == xi(Y(z)) K 

F(z) = xx) — ар, 
出 Taylor Rx, 


F(t + Аг) = F(t) + F(t)Ar + ECA + 0(AP), 


由 于 F(t) = 0, F (ta) Ж Fo) 的 局 部 的 设 大 或 极 小 , 故 Ë (za) 
= 2401) 3 (19) = 0, 
FG = 2689029) + a) 09))- 
= 208; — x*Ca)Tt)z Сы)! С), 

ВЖ, шд: 3E AY r3 0 BF, F (tg + Аг) > 0, 

对 任 两 点 P, Q € V,(p) 只 有 两 种 可 能 性 ; 

(i) 不 存在 V,《p) НАНЕ P Б О, ВЕР, Q 的 唯 
一 调 地 线 必 有 点 在 V, Cp) 之 外 ; 

Gi) 存在 唯一 在 У„(р) 中 的 测 地 线 连结 2 与 O. 

SHV X VG ТЖ, (Р, Q)€ 5 RE VO) 
中 有 唯一 的 测 地 线 连 了 与 0， 显 然 S 非 空 。 若 我 们 能 证 5 HE 
FA MSEE. 

(1) s EHI. (р) 5 的 点 串 (C4 = 1,7, IE 
F (po qo) EV Cp) X V). XE V,Co) EL — BHO A2 BE : 一 
т) Жр, 5 аһ fi 7160) 一 ba TE) = 44， 同样 以 一 测 地 
线 YEO < : < b) XE Va (ba) 联结 ро, до. 75 5E. XR JUR 8 
о Jh o Dam ab aD om Gp, DRA 
TERRI, a Р & = СЕ, ttg). HE më, = h = 
Cii ** *£8) Klima, = аы 于 是 

lim gi(z, аа, E1) = gpi(z, an, Eo), 

这 代表 一 测 地 线 在 V, (pa) th Ж do K Eo 点 ， 由 唯一 性 可 知 ， 
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ACTE) 一 PFC, ao Е), hel < = 
代表 一 测 地 线 t y (2) 一 lim үзбе). 因此 由 上 面 的 证 明 可 
NI, Yolz) 不 包含 有 边界 D 上 的 点 。 故 (ро, 4) € S, 5 是 闭 的 . 

(2) 5 是 开 的 ,重复 上 面 的 方法 于 У„(р) x V,(p)\S, 可 证 
它 是 闭 的 。 定理 证 明 . | 

-B c: J MEARE РУ, {Е— ve %,, 
#— X EV, WY c ET, 适合 Xro = vz， 如 g = (г), Wl X ¿o 
€ 9t,, ИП c 的 平行 移动 诱导 出 一 映照 290, 9t. 我 们 
有 

命题 6.2.5 i р,4Є 9L 而 “是 联 记 ?的 可 微分 曲线 , 则 
йүс 的 平行 移动 诱导 出 一 同 构 т:9Л„ 一 M. 

证 不 妨 假定 7 无 重点 而 在 一 个 坐标 邻 域 避 之 中 ，* 
为 坐标 系 。 设 曲线 c( (e <: =< s) 适合 (а) = р, 
r(e) 一 4。 为 方便 计算 , 令 (e) = zI(7 (0). 

由 一 阶 常 微分 方程 组 理论 可 知 ， 丰 在 m 个 可 微分 Ж 数 
pilt, ab + * а") Ei =pl, a) x&& (6.2.2) 及 plên а)==а!, фі 
是 唯一 决定 的 , 于 是 对 应 有 唯一 的 ee, a) = bl. BB x = 


EDES, X, - “33, ,对 应 唯一 的 X。 = Ho, Pe 


由 于 方程 (6.2.2) ЕЕ), ННВ aT Ag 
q'Ct, да + ub) = Аф!(, а) + pole, 5), А, иЄ R. 
同样 由 唯一 性 可 知 ,z 是 满 射 。 命题 证 毕 ， 


$63 Же іж # 


п ЕЭО ТИШЕ НИЕ ЭЯ LFE- 
协 变 、 对 称 、 非 异 的 可 微分 张 量 场 , 亦 即 ( 见 $ 1.6) 有 一 可 微分 
双 线性 函数 《X,Y》, X, Y € vh, 使 
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eX, ү» = «Y, X5, 《对 称 性 7， (6.3.1) 
《X,Y》= 0, M Bri XEM, >Y = 0, СРЕ). (6.3.2) 
若 (6.3.2) 代 之 以 | 
(X, X5) > 0, 对 所 有 X = 0,( ОЕ SE), (6.3.3) 
Лр эл SE p 5. 
据 定 理 1.6.1, 存 在 唯一 的 黎 曼 联络 У, 使 得 
VxY — VyX = [X,Y], X,Y EE (9А), (6.3.4) 
即 挠 率 为 0, 及 | 
Z(X, Y> = (VzX, Y> + <Х,У,ҮУ, 对 所 有 Z e Z(M). 
(6.3.4)' 
3% 3 NEHERA, f: 9 — NERDE, EA 
(X, Y) = (,X,faY», X,Y € 9t, (6.3.5) 
АЈ 称 为 等 度 的 ， 如 果 St Eje SEDE, ШЕШШ 大 必须 是 
Ж А ‚пп B ЭЛ ДЕ ИИ. x. ЗИ, F: Sh 
— 9t E А, BIJHH(6.3.5)n] E Хол БАО PE БА Rk НК Ж) 
KIHE. E Whitney EM ($ 6.5), 9 ИЕ N = "(ос 
2m + 1) 的 子 流 形 , 因 之 骂 必 有 黎 黑 度量 。 BENEA 
进 很 多 黎 曼 度量 ,此 即 下 面 定理 ， | | 
定理 6.31 1ЮЯЛ& EH DE (CUL px)} 是 一 图 册 , 其 中 
{Ua} 是 局 部 有 限 开 履 盖 , 07, 是 紧 的 , {44} 是 从 属于 {U4} 的 单 
位 分 解 . 任 与 U, 中 一 对 称 的 正定 的 二 阶 协 变 可 微分 张 量 gx， 


Wig = 之 dug Ж 9t LIEFER, 


由 此 定理 可 知 Sure mue — 48 8 UE R ,我 们 是 指 姻 对 
$- IB ERU SE BE RETI f. 
在 一 伪 黎 曼 度 量具 有 指定 的 号 差 。 

WS —{5% S UE , Mm — S ERA, CU, x) EMAI 
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图 , (U, D ра, 如 UCD, ЕО А 
d XE (6.3.5) 中 令 


д у= az Ox 


a Ox* Ox! Өх* kak БЕ, 


= Əz” Ors 
š Əri Әх’ 


其 中 j, K = l, -eem a, В = 1, * n, d S E M И , Wl 
(za) iE SE RU EGRE ОРОЗ SEC ,我 们 假定 Се) E 


(6.3.6) 


ER, TEREK EG”), £ 
Lh = gt IR gs, (6.3.7) 
Е КЗ = Li, =. (6.3.8) 


显而易见 , Ks Е, (ал ) 的 一 阶 逆 变 、 一 阶 协 变 的 张 
最 场 。 任 一 洛 ,的 向 量 场 X& %,, 设 其 在 人 站 (1) 中 可 写 为 


X=#-0-， 则 


Or 


X" = Ка T (63.5) 
RR КИЛА, x T e 97, 称 为 了 X 的 切 分 量 ， 实 际 上 , 存 
ЕЗИ ЙУ Et , YE U rh 


TX = La Ө. (6.3.10) 
Ox! 
使 得 
8 


x" 


ta X = ES -2 = XT, (6.3.11) 
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TX € Z (DUROS “的 向 量 场 久 的 切 分 重 的 拉 回 ， 


V3 = 88 — Кб, (6.3.12) 
0 h,e 
Хі = Es r (6.3.13) 
称 为 X 的 对 ,的 伪 正 交 分 量 , 因 为 | 
(X7, Xx+Yy = 0, (6.3.14) 
这 是 由 于 下 面 的 恒等式 | 
g KIKE = gy K£, (6.3.15) 
此 外 , 尚 有 
T(XT) = 7X, (6.3.16) 
这 是 由 于 
КЇ = LÍ, (6.3.17) 
因为 XxX 能 分 解 成 
X = XT 4 Xt, (6.3.18) 
Н B, 能 分 解 为 
$5, 一 957 + 852, (6.3.19) 
其 中 $87 REBURH IS 的 法 向 量 场 的 集合 , N € % B pos 
(1.4, №) = 0, 对 所 有 4€ (9). (6.3.20) 
又 由 于 


аК? = Ка, УЗИ? = Vis, Кр == 0, (6.3.21) 
有 QTY = X", (Хт) = x. 
M т = п hj, Br = 5,197 = 0, 


$ 6.4 相对 曲率 量 ; Gauss-Codazzi 方程 


y 99 55S e Do SEC , v 55 Ç 43 RU Ж Cg LO ЕЕ 
* 243 * 


络 ,RK 与 充分 别 是 St Баск, VERA ut SUE 
SEBERU. FHRS Z(M) x $1 — 2 (3n), sg X29 
SCX, N) = (FN), X є (98), NEBL, (6.4.1) 
ju f € DM), 则 由 于 7N = 0 可知 
T(S IN) 一 тех} UN + fV xN) = P(V кїм), 
因此 SCX, N) 是 双 线 性 函数 ,因而 3 EESuh — Ur Ele SR іх 
称 为 第 二 基本 张 量 . 


жох = p ©, te Ü hN = Ë az» ЖИЙСб.1,7 ун] 
知 


FN = p (25 + ZW } =) 27: (6.4.2) 
uM a Ф, 的 Christoffel 符号 ， 由 (6.3.10) 可 知 


T(xN) = "(86 + efi (E A) —< ， (6.4.3) 


Ox! Oz* 
эщ ЕИ ЖЮ N € %2 固定 ,我 们 令 
SyX = S(X,N), (6.4.4) 
m 


sy (X, Y) = (SyX, Y», X,YE DM) (6.4.5) 
称 为 第 二 基本 形式 ， 若 在 U 中 Y= 二 x 2 Шш (64.3) 可 知 


Sy(X, Y) = gy (3x 十 ZW Jj = ушш. (64.6) 


Ox! 
令 — 
= oE B 1 3z” TE 
5} == Ba +£ M. 8x 9771 Sir guS5 (6.4.7) 
则 (6.4.6) 可 写 为 
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sy(X, Y) == 5.5%. (6.4.8) 
显而易见 ，S 是 沈 上 一 阶 逆 变 ,一 阶 协 变 张 量 场 。 我 们 要 证 
Sia 是 对 称 的 。 实 际 上 ,由 于 N € 87, (6.3.20) 


8 |. Or 
0 一 wN) = hate 
上 式 右 边 是 U 中 的 一 阶 协 变 张 量 ,我 们 有 
(2,8568), == 0, 
为 方便 起 见 ,我 们 令 
~ Ox! 
d 8xi ° 
"o Gli p и ма 
ik БЕП TÉ ME 3 
Ёк = Brrr == 0 (6.4.9) 
于 是 有 BG, аб 


其 中 


~ o apil 1) а" Ө” 
а = LAXE OM 十 M ag oc (64-10) 
是 对 j,k РЕКИ, 138(6.3.7),(6.4.7) 8] AI 
Sk = eL. = gg iA 一 — gig, xl E^, 
因此 有 
Sa = 6 (6.4.11) 

这 是 对 у, ОКНО, ПЕН, 

T 6.4.1 (Gauss JE) VEU SUE ЈЕ, M 
KESEL, X, Y € 22 (9O,, ІЖ 

Cx Y = 1 (УхҮ) 十 了 (X,Y)， 


其 中 V(X, Y)€ DŁ, 局 部 地 ,如 XX = 地 ү =з ЭЯ 
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V(X, Y) = к, a= (6.4.12) 


. И -3 yl 8g 
证 由 (6.4.10) 可 知 , 当 X = Du Y = oM 


— 

o (2E) 4 Ox^ (А О | ә (1187 8 

Ox! \ Әх" Ox* bul Ox! 1 Ox* |. өг Әх? 
Ре Әх \ a д 

- ase 

m Әх“ / Ox* ж PL 


I 


(6.4.13) 


ёх! ёх! 


OX" pu mam 
р?“ Эр? (Eart tiik 


gt ӘХ? рь = 0, (6.4.14) 
Óx 
此 即 


y (2, д je $2 (6.4.15) 
Ox! 


因此 定理 是 把 aY 分 解 为 切 向 与 法 向 两 部 分 。 
设 pE M, A3 一 G 9,21, K 
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O) = S(z, w), u € Mp, w € Ф, (6.4.16) 
于 是 定义 了 一 线性 映照 SiM, — 9t, S, 的 特征 根 4， 即 
$„(#)= Ан, RAME Р AHEHE, шох Л ЈК, 
单位 的 特征 向 量 * 称 为 主 曲 率 向 量 , S. 的 不 变量 称 为 对 于 法 
线 方向 w 的 相对 曲率 量 ,其 中 常用 的 是 平均 曲率 


H, = L tr(S,) = р, (6.4.17) 
n 


及 Gauss-Kronecker 曲率 
Go = detS,, 一 det( SH)1ej, <. (6.4.18) 
定理 6.4.2 (Gauss-Codazzi 方程 ) 4M5 X Regu 
JÉ, BA cM SURE EE HU, п = dim > 2, HEX BS 
X,Y,Z,W € (9) 有 
(i) Gauss 曲率 方程 
(ÑG.X, i Y). Z)" — (ROG Y)Z) 


009 [SXV(Y, Z) — у(х, 2215. (6.4.19) 
特别 是 
(RG,X, i Y) W, taZ — <R(X, Y)W ,Z> 
= TxV(Y, И), 4,Z» — (S V(X, W ), t4 ZYC6.4.20) 
以 及 


(R iX, e Y): Y 4X) — <R(X,Y)Y, ХУ 
= У(Х, Y), tX) —QU,V(X, У), X>, (6.4.21) 
Gi) Codazzi 方程 
[VxV(Y, Z) — YV (X, Z)]+ = (KG,X, i Y, Z) 
— V(X,VyZ) + V(Y, VxZ) + VCIX, Y], Z). 

(6.4.22) 
证 (1) EEM 6.4.1 "f AJ 
Vus Z = u(VyZ) + V(Y,Z), 
因此 ， 2 一 Vu, (AZ) 十 TxV(Y, 2) 
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= 1,2 + V(X, YZ) + ®,УЎ(Ү, 2), 
HEA (6.1.11) 可 知 
RS X, uu Y) Z = S Sa Z — Vy ius Z — Vixit Z 
= tA VxXVyZ + V(X,Vy2) + S,V(Y, Z) 
— 4 V;V4Z — V(Y, VxZ) — V,V(X, Z) 
— i VunZ — V([X, Y], 2) 
= | R(X, Y)Z + SxV(Y, 2) — V,V(X,Z) 

+ V(X,VvyZ) — V(Y, VxZ) — ҮСХ, Y], Z), 

此 即 | 
@,V(Y, 2) — F V(X, Z) + V(X, V,Z) 
— V(Y,V&4Z) — V(X, Y], Z) 
= (tX, LnY) 2Z — R(X, Ү)2, (6.4.23) 
由 于 У(Х, Ү)є%2, A VX, Y) = 0; X A EBI 时 ， 
G ] 421 = 0, 因此 在 (6.4.23) 两 边 分 别 取 沿 。 的 切 分 量 与 垂 
直 分 量 部 分 , 便 得 出 Gauss 曲率 方程 (6.4.19) 与 Codazzi TE 
(6.4.22), 
| 此 外 ,应 用 
《osX tsy> 一 《X,Y>， Х,ҮЄє (9); 
及 当 A %,,Z € (97) BF, At, £ Z> = 0, # 
KAT, 12У = <А, tZ»; 

由 此 及 由 (6.4.19) 便 得 出 (6.4.20) 与 (6.4.21)。 定理 得 证 ， 


在 (6.4.23) 中 取 X = D. у = S zo 便 得 出 


Ox ax: 
and Рат 
Ж, mM Му I А 
S a + { Е P TET umi I } ‘кХ; j 
й 
EA } 
ki ki 


= DA Ya лала __ pl му 
= Rieg 一 Rx;jxir, 
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若 令 
— 
aoo Gu) = Pan a em 
iki 7 Gu) 8 iik 十 | as, 
х n» 


则 上 式 即 
£y — Puj = ЁК 一 Rinta. (6.4.23) 
XHE-— ре, Hz M} 的 一 组 伪 正 交 基 Ni INS, 

则 可 写 为 


V(Y, Z) = (4,2) == x` EN as V ZYN as 
aci 


"ü-—m 


因此 有 V.Y(Y, Z) 一 У) [XCN。， Vu, ZONs QNS V уы) 


1 
x €xN,], Ж 
(S,Vv(y,z))r = 5 (Na V nu Z>u, Sx,X. 
а=1 
令 Sa = Sy, s.(X, Y) = sy, (X, Y), (6.4.24) 


HIT ON, є27» = 0 及 (4, "9 一 (A, X), X] BUR A EB, 
故 


(GxV(Y, ZDE = — >, QN, ty Z ж SX 
а= 1 


一 ~ У) „СҮ, Z)«S,X. 


E35, (6.4.19)—(6.4.21 у] У 
R(X, Y)Z — Y(R (iX; Y). Z) 


n-m 


zs Z)S,X — s,(X, Z)S,Y ], (6.4.25) 


až 
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‹к(х, Y)W, 7) 一 (RG,X, t. Y) W, "rA: 
一 S iC. W)s,(X, Z) —s,CX, W)s,CY, Z)] 
a=1 


(6.4.26) 
(R(X, Y)Y, ХУ —<Ё(ыК,„Ү)ыҮ,„Х) 
п-н (s (X, X) &(X, Y) 
š Wi Y) se(Y， >) 
DOS m + 1898553836, oM KERR, Ја m Е 
tU ЙЛ ‚ШОЛ К н EE. MEESE F Ik H3 
拉 加 的 度量 ， 叶 的 单位 法 向 量 场 只 有 一 个 N。 我 们 以 


(6.4.27) 


a=1 


S 一 SN 5 = Sy, (6.4.28) 
由 于 (V(X, Y), № 一 (xus Y ,NY 一 — (tY ,TxN) 
——(Y,SyX) 
故 有 


V(X,Y) = —(5Х,УУМ, (6.4.29) 
此 时 Gaus 方程 可 写 为 
Qu Y 一 УУ — (SX,Y>N = i, VxY 


— s(X,Y)N, (6.4.30) 
其 中 X, Ye Z(M), ZE 
S(X) = T(VXN) (6.4.31) 


称 为 Weigarten ERR. Gauss 曲率 方程 (6.4.257) 化 为 
R(X,Y)Z —"(R( Xu Y) Z) 
= s(Y,Z)SX —s(X,Z)sY, (6.4.32) 
而 (6.4.227) 化 为 
(Е(Х,Ү)Ү,Х) — «Ё(Х„ыҮ)Ү is X) 
一 s(X,X)s(Y.,Y) — [sCX,Y)Y. (6.4.33) 
由 于 《N,N) == 1,3% 《xN,N) = 0, 因此 (SxN)+ = 0, BD 
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FNEL, mitur 
VCXV(Y,Z) 一 —Vx(CSY,Z)N) = —(Y,Z)VuN 
— (Vua SY , uu ZYN — Ga SY, Vx ZYN 
因此 | 
(ХУСУ, Z) — SSV(X,2))* = — (бо, «Z)N 
— (15Ү, Өх ZYN + (Gp SX, УМ 
+ {5$Х,#у DN... 
另 一 方面 
V(X,VyZ = V(Y,VxZ) 一 V([X,Y],Z) 
= —(SX,VyZ>N + (SY,VxZ)N + GIX,Y],Z)N, 
故 Codazzi 方程 化 为 
(RG, X. ҮЛ)! = (yr, SX — Sau. SY 
+ exS[X,Y] ,ZON., (6.4.34) 
MaM = К”, н 的 坐标 为 (Eee airt) Kia 
面 久 ,其 单位 法 向 量 N 一 B2 zi 微分 映照 2:90 — 5" 是 
RU BI » 维 球面 , 定义 为 


3: pl— Ẹ (p), pc m, 
这 叫 Gauss ko Г: ШВ АУРА КОЈЕ) 


of 
(GS 
1818(6.4.3), ш X = = 2. ; € 9, Bil 


ы Es 8 
SX = Ф Sb Ру 
BU Weigarten 映照 SX 由 Gauss 上 映照 的 沼 数 方 阵 所 决定 ，, 
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$65 Ж = WA f 


设 9n 是 微分 流 形 其 有 线性 联络 V,N* 是 ze ОЛ ВІР ЩА ` 
域 ,于 是 任 一 点 96 Ni 有 一 在 М, НАУИ r E v(0)— p, 
70) = 4. 对 任 一 向 量 4€ 9vIL X 29i vG) 的 平行 移动 ， 
适合 Xp = 4, B) VX = 0,X I, = A. AA X JE: N, 中 可 微 
分 向 量 场 . 如 果 A... Am € 9, 是 线性 独立 的 ， 令 X» 
X, 为 沿 t(D) 的 平行 移动 ,适合 Xiao = 4;, 则 所 命题 6.2.5 可 
Als Xi XV 是 N, 中 的 一 组 标 架 。 令 ol зо" 为 对 侦 
的 协 标 架 。 由 于 每 一 X, 适合 
VX = 0, Xiro 一 ^ (6.5.1) 


而 тС, Виа АӨ) == == S Vit 0, ik 


£(0) = ai4;, (6.5.1) n] Ad 
VisiX; = 0, (aX ko == ай, 
由 方程 解 的 唯一 性 可 知 
ECE) = (XD. (6.5.2) 

2° 令 № 29 M, 的 原点 的 正则 邻 域 ， М» = Expo, 令 Vo 是 
Ж (а, +--,а"уєе R X К" 的 集合 ,使 taid; E №. HER 
R 06:V > N; 由 i 
$:(1,a) — Exptai 4; 


EX. Ф 
= Tio Vy,X; = TAX; (6.5.3) 
我 们 要 证 明 
Ф* о = айй + Gi, doi = di, (6.5.4) 


其 中 oo! 与 ë; 均 不 包含 dt。 实 际 上 ,可 令 
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Ф*ш! = fi(t,a)dt + &, 
Ф* ә = AG, a)dt 十 à, 
其 中 ai 与 以 不 包含 dr И a 固定 ,而 考虑 映照 7:t 上 -> 
Exptai.4;， 由 指数 映射 的 定义 知 r(z) EWR, 适合 0) 
== aA; T L 
vtoi = fi(1,0)dt, т*оў = fi(1,a)dt, 
* {4 * 
由 此 可 知 ，* wi( 2- 4) = fna). v 人 (和 -)= Ha). 
rei (2) = qoi (rż) == «(ахх y) == ato Xi) = а, 
故 jila) 一 ni。 又 由 于 
т%0} (2) = alr <) = oila X) = a' Ti. 


53—311, X, 是 沿 т) 平移 ， 即 沿 vC) 有 
0 = V,X; = УА X; 一 aT RAI, 
所 以 必 有 
Г}а* 一 0, (6.5.5) 
由 此 即 知 ， AC = 0, 这 便 证 明了 (6.5.4),. 
现 证 明 好 当 :二 0 时 为 0. 实际 上 , 在 Ve 中 p= 
(0,a!,- - -,47) уң, 


s (or) oo (Rr) (0n i) 
由 于 Exp taidi fE 1 二 0 是 常 值 映 照 ; 对 任 一 可 微 函 数 FON 
Фао 0 |$ c] „= 2:0 = o, 


这 就 得 到 了 结论 ， 同 理 可 知 ,， 硫 在 1 = 二 0 时 亦 为 0， 
对 (6.5.4) 外 微分 可 知 
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до} 


P*do = 4Ф* о! = 4а! dt + dt + dat, , 
^ Bak 
0*dol, = dd*ol 一 di, Čt + dal, ES 


据 结构 方程 (1.5.18) 一 (1.5.19) 有 
Q'doi 一 @* | 一 ee + 地 Th el 
= dtA[éa* + Тау + -ee 
及 Ф*ли} = ¿0*ol 
= 9* |а + + од 
= di Ri, + -+ 


其 中 未 写 出 的 项 不 包含 d. Ш d: 的 系数 ,得 
95i 


ri dai + ак} + Тіла), (6.5.6). 
Ө LRL. (6.5.7) 
Ot 
这 是 结构 方程 的 “ 极 坐 标 ” 形 式 ， 


Bl UE 22 Se E JÉ, , Vania As ° ° > Á,, € TL, 适 
合 (4j, 44) 一 Og. Kist’ to X, 是 由 ? 出 发 的 沿 测 地 线 平行 
移动 所 得 到 的 N， 中 的 向 量 场 ， 根 据 (6.3.4) 有 
ХХХ, = (VxXj, X4) + (Xj, VxX4) = 0. 
当 X 是 任 一 由 出 发 的 测 地 线 的 切 向 量 , 疏 必须 | 
《Xi, X5 = ja. (6.5.8) 
由 此 可 知 . 
ds! = gi,dxidx* = 8! ot, (6.5.9) 


Х| = М.Х), Хель, (6.5.10) 
用 S, 表示 M, HEER ВП IX] = 1„Хє 9, U, 表示 
A CX)E R X S fË XEN ZE, TE Uo dé R x S, BJ 
FÆ, F= De], kr r Us À R x M, 的 映照 , M, dEXG 
定 一 姐 基 41,.**,A, 后 看 作 R”, Wj P(z,X) = ExprX, ц 
(5, X) € Us, 于 是 有 


引 理 6.5.1 0+42 一 402 + Se гуа, 


i-1 
证 由 (6.5.4) 可 知 ， Ф*%24 一 D [Cede + (o^ 
十 2a'óidt], ERG: 5.6), 注 意 对 歼 曼 联络 Th = 0, 因此 有 
x >; аф = = ааа! 十 之 a! alioi, 
根据 (1. 4. 23), Гі, == —Г› 因此 (6. 5 .3) 定 义 的 ої == —wi; d 
之 aal] = 0. IÑ a € S, B 1*У)(а*)* = 1, dit 1*а!4а! = 0 


从 而 (2. xw) = 0, 即 I*Xia'o! Жаа c, (E ¿== 0 
n or | 
时 中 一 0 故 必须 I'Xat-0, Bulbs | 
(0 J*dj = 1*%оф*%дй = MC + Gy1,8 HUE, 
i v:J — %t,J = [a,81C R 是 一 可 微分 曲线 ,定义 7 的 
弧 长 为 
к) ова. (6.5.11) 


显然 两 曲线 除了 参数 的 变换 外 是 相同 的 则 有 相同 的 长 度 . | 
引 理 6.5.2 设 ЭЛ 05И рє ЭЛ, & N, A 97, 的 
原点 的 正则 邻 域 而 Ns 一 ExbVe. 对 每 一 点 q € Np 4 тр. 为 
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唯一 的 N, ch p 到 4 的 测 地 线 , 则 对 М, 连 ? 与 4 的 任 一 
可 微分 曲线 7 >, UH 

107») < LO), 
特别 是 当 正 则 邻 域 MEDM, 中 一 超 球 [X] < 8， 则 不 等 起 
L(7s,) < L(Y) 对 任 一 在 M rpg b 5s a НВ v 9e T, NE 
У. 

证 57:70 91,7 == [0,1], 是 任 一 Neo 中 连 ? 与 4 的 
曲线 ,不妨 假定 YC) аер, Ш ғ а 0, ПЯТ Sy == Foro 
其 中 Yo: — R x S, 并 且 yo 包含 于 No tB, уос GG), 
a(5))C0 < < 1), 其 中 а 一 (а!,-++-,а")»айа! = 1, 

dt d da! д 


d 
WO = Y Ç = # ` d да? 


‚ dai ; dai 8 
6.5.1 Hai EE — 0, RC) = 4 Ө. 
由 引 理 1, а p < X(s) 1; Әд? 


(ӘЙ Ires = GG) + QD, (65.12) 


因此 
LG) = (С: > laco las = Lr. (65.3) 
等 式 成 立 仅 当 GA = 0 对 所 有 及 s BENLI 
хуш! = А4х!, (Aj) 非 异 , 则 
TF = Aid(14!) = Aladi + (Aida, 
这 表示 Aj 一 ай, 及 o! = Ajda, 由 此 可 知 
dai 


GO) = 14) —5— = 9, 
ds 


вн 46 = 0, 换言之 а! 为 常数 ,因而 7 = Toa (最 多 美 一 参 
数 变换 ). | 
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如 № 是 ЭЛ, 中 的 超 球 |x] < 0.4 Фу» YvG) Æ Dt h 
XE p Ej a 的 曲线 ,而 7 不 全 在 М, Ф X, 为 No 中 的 点 ,使 
ExpX; = 9。 因 此 有 正 数 8. EA jx | <a <a. & 

Ni = (ExpX|X € M, |х| < ai). 
令 为 参数 值 * 中 使 v GEN 的 最 小 值 , 则 qo = ҮС) 在 
№, 的 边界 ， 因 而 据 第 一 部 分 的 证 明 ，7 由 到 qo 的 长 度 


dt 


расов ооа > [E] ds = тыд 


一 NZ =a > [Х| = LCY). IAME, 


在 连通 的 黎 曼 流 形 MN 中 任 两 点 p;9， 能 以 一 曲线 相连 。 
EX p,q 两 点 的 距离 为 
plp,9) = infL(v), (6.5.14) 
其 中 7 过 所 有 连 2 与 4 的 可 微分 曲线 ， 则 容易 证 明 
(1) esa) = eCa, p; 
(i) eC) < e(p,r) + plr,q); 
(ш) e(p,9) = 0 PA ELIO. p = 4, 
Ф — B) -—íse9mlo(g,p) < r), 
5,(р) = (q € 9|0(4,р) = r), 
#frrih0=< r< оо, B,G) ЖД РН, r 为 半径 的 开 
球 ,而 SO) 称 为 球面 ， 由 引 理 6.5.2 可 知 , 如 z€ N,, Vp 
正则 争 城 申 联 ?与 4 的 测 地 线 , 则 Lr.) Z р(р,) 一 infL 
(7) z LOS) ЖЖ Pa) = Сур). _ 
$28 653 设 开 球 V,CO) = (X e 9л, Х| < +) Ж %, 
的 原点 的 正则 邻 域 , 则 В„(р) = ExpV,(0), 
证 XA, ExpV,(0)C Blp)， 另 一 方面 , 如 g€ B,(p)， 
但 q€ExpV,(0), 则 任 一 连 p,q 的 曲线 必 与 ExpV,(0) 的 边 
界 相交 (n< r)， 由 引 理 6.5.2 5] 41, р(р,4) > r1 对 任 一 
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r< r, WIS e. 9) 22 r, 这 是 矛盾 的 ， 故 Be 
ExpV(0). | | 
在 命题 6.5.3 的 假定 下 , B,(p) 5s V,CO) Ay xl Ero PUB p 
点 与 99, 中 原点 的 正则 球 邻 域 , | 
由 此 命题 可 知 ， 由 距离 函数 P 定义 的 路 的 拓扑 与 原来 的 
ИРКЕ. PH B,(p) ,pe Mr > 0 是 观 的 邻 域 基本 系 、 

. 5158 6.5.4 (Gauss 引 理 ) 设 В„(р) 是 正则 球 邻 域 ， 则 
对 任意 正 数 > < ros (P) 是 M 中 球面 [X] = + 的 指数 喘 
RR Exp 下 的 像 ， 则 任 一 由 了 出 发 的 测 地 线 在 与 SC) 的 第 
一 个 交点 与 $5,(p) 正 交 ， 

. 证 EF VOC.. K V,(0) 是 Ms 的 原点 的 
正则 球 邻 域 ， 据 命题 6.5.3, В,(р) = ExpV,(0)。 $5 4v IHE 
Exp 必定 把 VO 的 边界 一 一 上 映 为 5S.(p)(B,(p) 的 边界 )， 
设 了 ?是 由 PP 出 发 的 测 地 线 ,以 弧 长 为 参数 ,X 是 7 在 点 的 单 
位 切 向 量 , 则 有 QX|-1, HETS SC 的 第 一 个 交点 的 
线段 为 TC) = ExpsX, 0< <r。 令 Y 为 SCp) 的 在 y(r) 
点 的 任 一 切 向 量 , Y = 8-0] в 一 1， 由 引 理 6.5.1 可 


даі rns 
(v. P Y) = (v, vsY) == 0, 
引 理 得 证 . | | i 


51386.55 bon ERESHE, p 为 (6.5.14) 定 义 的 距离 
AROGI p 53 q AMPER ПШ Tr 2990UBXE p,q 的 可 微 
分 曲线 ,车 LC) = o(p.q). ЇЇ v,, EMER, ——C 

Ж 据 定 理 6.2.2, 存在 Y 上 有 限 个 点 po 二 Pop cep. 
一 g 使 得 曲线 段 7s。_,s。 落 在 正则 球 邻 域 В, (p2) th, WJ 


7 


> LCY paita) = Ора)» e) < >; ois), 


а=} 
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. 据 引 理 6.5.2, 若 有 一 ур, P, ЖН, MU paipa) < 
L(vYs», ap)， 因 而 Pa) < LCY o). BAFIA. 

定理 6.5.6 设 mU JE 03И, e 是 距离 函数 , 对 每 一 点 
P&M， 有 一 正 数 +,、。 使 得 任意 正 数 + <г„,В,(;) 具有 以 
ТЕ: 

(i)。8,(2) 是 它 的 每 一 点 的 正则 邻 域 . 

Gi) ENA a,b € В,(р), Фу 是 B,C) 中 连 4 与 5 的 唯 
一 测 地 线 , 则 Ys 是 9R 中 唯一 的 连 ab 的 曲线 使 其 长 度 为 
eCa, 5). 

AE 设 Ab: . 4, 是 M, 的 一 组 基 ， 令 x!;-*…,x” 是 
p 点 的 对 这 组 基 的 正则 坐标 系 , 在 一 的 坐标 邻 域 0 中 成 立 。 
< n 为 充分 小 的 正 数 , 令 | 

B,G) = {460 |1(4)1 < n). 

由 引 理 6.2.4 知 存 在 正 数 8， 使 当 n 8) BT, B, GO ZEE 
每 一 点 的 正则 邻 域 ， 我 们 取 Y, 一 二 5， 则 当 O< < r, 


时 ,显然 B,Ce) 有 人 性质 (i1)。 我 们 要 证 明 它 亦 有 性 质 (ii)。 实 
际 上 , 当然 va 也 是 В, Ср) 中 唯一 的 测 地 线 连 2b, 5— 
方面 , 如 有 一 曲线 连结 < 与 5 而 不 完全 在 BG) ККЕ 
AKT 3r. ШТ 

LCY a) = e(a,b) < pa. p) + (рв) < 2r, 
故此 曲线 不 可 能 等 于 оСа, Р). ER. 


$6.6 ”完备 的 黎 曼 流 形 


设 эл 是 一 微分 流 形 具有 线性 联络 Y， 亚 称 为 完备 的 , 若 
任 一 测 地 线 уг) 的 参数 可 伸展 到 无 穷 , 即 对 一 co < ; < + 
ecoyyx(i) 仍 是 测 地 线 。 
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如 哎 是 黎 受 流 形 可 引进 距离 оба, 5), 则 完备 性 有 三 个 等 
价 定义 , 即 | | 

定理 6661 зл ЕН, 则 下 面 三 条 件 等 价 : 

(i) 中 任 一 Cauchy AB £p.) (ЕП Ж е > 0, IÑ, 
使 s.n >N 有 р(р„,р„) < e) 是 收敛 的 ; 

(и) m 中 任 一 有 鼻 闭 集 是 紧 的 ; 

(їн) эл 是 完备 的 . 

此 外 ,完备 的 连通 黎 受 流 形 有 如 下 的 一 重要 性 喇 . 

定理 6.6.2 ”在 一 完备 的 连通 黎 曼 流 形 中 , 任 两 点 pd 名 
以 用 一 测 地 线 相连 ,其 长 度 恰 为 p(a, b), 

由 测 地 线 微分 方程 解 的 存在 性 与 办 一 性 可 知 

引 理 6.6.3. 黎 曼 流 形 的 每 一 点 po 有 一 正则 球 邻 域 
B,Cpo) ,使 其 中 任 两 点 与 4 有 唯一 的 调 地 线 Y 连 p FL 
《7) 是 7 的 长 度 ，Y,Z 分 别 是 在 ?与 9 的 7 的 单位 切 向 量 , 则 

(з) 当 (p1, 了 7) 充分 接近 (p, Y), Yi 是 Mm, 的 单位 向 量 ， 
则 在 B.) 中 存在 由 р 出 发 的 以 Y, 为 切 向 量 的 测 地 线 ， 
使 得 其 长 度 等 于 LO). 

Gi) 《〈9,Z7) 可 微分 地 依 恕 于 p.Y, K LCY). 

838664 VL рел, у,:7, 5s mE FH Р АН 2209, 
ЮА X, 的 测 地 线 , ЦК. ЖХ, >X 
єй, M 7xC0) 二 p. Ж neJ FE r= lim, t€ J,, WJ 
7x(to) = lim Y.) UT 

实则 上 ,线段 MONE- TET жаши Тиш, 
4£—BE BLA T — IE WIERABIR В, (д = 1, 5-20), 每 一 В, 
有 引 理 6.6.3 的 性 质 ， 于 是 引 理 6.6.4 —— B| RH 6.6.3 
得 到 . 

现在 一 起 证 明定 理 6.6.1 与 6.6.2, 

(i) = (i 设 Yx(D)G€ J)&—Stin BOX BUS AR EDI 
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ME 为 参数 , 即 不 能 伸展 到 J 了 之 外 。 若 s 是 开 区 间 了 的 一 
个 端点 ,例如 是 右 端 , 则 可 取 一 串 EJ R Нар, = n. 因此 
Y x(:,)3E spt пр) Cauchy BATA MEM. 显然 ,这 与 
t, 的 选取 无 关 . 令 В,Сра)20 po ВТЕ ИЕК х EENE 
кя. dp Л = {2E J|]yxG)€ Bp], xG) = x(rxG», 
ti(10) = limz! (2). 由 于 

i) + Tii) = 0, (6.6.1) 
其 中 心 一 A € Jo BOR e = 1, d кбй) 是 有 界 的 ， 


因此 当 = i 时 ,由 中 值 定理 
£0) +0) = H(t OC — һ)), 


£ — 


0<0=<1 
可 知 左 导数 £0.) 在 在 , 且 
£n) = lim # (2). (6.6.2) 
{Жн , #0) 在 n 的 左 导数 o 存在 , 且 
g(z) 一 lim # (2). (6.6.3) 


在 Mp, HBG J Ж Z=: Cro) 2. 的 长 度 仍 为 1, 因 此 可 


ЕЯ 7:0), MÀ лг T+ s. MAIN ;F-> POO 定义 为 
TG) 一 [5 z€ J, 
7:00), n< z< b + s. 

E гє E t: 6 都 满足 (6.6.1)， 此 外 ,对 于 如其 
有 导数 满足 (6.6.1), 而 由 (6.6.2),(6.6.3) 左 导数 亦 满足 
(6.6.1), 因此 ГС) 是 一 测 地 线 , 这 与 rE] КИЕК 
HFE. 

Gi) => (1) W p. EM rh — Cauchy $, W p, 是 有 界 
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. 的 ,因而 是 紧 的 ,有 一 p. 的 子囊 收敛 ,因而 p. ЦК. 
MAIEN, WRR Gi) 成 立 , 则 定理 6.6.2 RY, 
ORE r> 0, 5 В,(р) 表 开 球 В,(;) 的 闭 包 , 命 E, X 
B, 的 点 4 使 得 能 有 一 测 地 线 与 ? 相 联 且 其 长 度 为 eC» 
我 们 只 需 证 明 
Е, = B,G@), 对 所 有 т 220. S (6.6.4) 
. 据 引 理 6.64, E, 是 紧 的 。(6.6.4) 在 r= 0 成 立 , ЖН. 
(6.6.4) 如 对 r == r> 0 时 成 立 , 则 对 + 二 on 亦 成 立 ; 反 之 ， 
《6.64) 如 对 + < ro RIH r= r 亦 成 立 。 因 此 仅 需 证 
明 , 若 (6.6.4) 对 r= R 时 成 立 ， 则 对 + = R + s 时 亦 成 立 
即 可 。 
H Er = B) 的 紧 致 性 可 知 ,存在 有 限 多 个 点 рь 
Pa BIER nur. 使 B, Cp.) Ca == 1, an) ЖЧ Er 并且 


Br PAR REER BR. HF >) Bu(p.) 是 相对 紧 
的 , 它 的 补 集 任 一 点 与 ?有 最 短工 离 大 于 R， 于 是 存在 正 数 
一 minfr r.) 使 B G)C У) В„(рӘ. 


设 4 是 不 的 任 一 点 使 R < plp) < R + e, Фа ER 
ТШ Sk) 的 点 P 1 RAER. HTE- E Р 5 q 的 曲线 必 
与 SX) 相交 

- + р(а,4) = р(р›4). 

因 些 , o(a,q) = plap) — plpa) < R + в — R = в, 这 表 
жя 与 “包含 于 同一 球 邻 域 B, p) 之 中 . a 与 4 可 以 一 测 
地 线 相连 , EER X polas). iX UEB (6.6.4) 4 — UJ 7 成 立 ， 
因而 定理 6.6.2 Б, | 

现 证 (ii) > Gi). WES 是 中 的 一 有 界 闭 集 。 即 3 包含 在 
一 球 B.GO 中 , 后 者 上 面 已 证 明 是 紧 的 ,因此 闭 子 集 S 也 是 
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紧 的 。 

注意 在 证 明 (їн) > (н) 中 上 只 用 到 一 个 固定 点 p. 

我 们 称 一 黎 曼 流 形 M 对 一 点 了 是 完备 的 ， 如 指数 肌 照 
Exp, 是 把 M, 映 为 整个 听 的 微分 上 映照. 则 一 点 ?的 完备 性 隐 
бой Е, 

ERRIRE эл 称 为 实 解析 的 ， 如 an 是 一 实 解析 流 
Ж, ХМЕЛ UCM 的 实 解析 向 量 场 X,Y, (X, Y) 
是 上 中 实 解析 的 ， 

命题 6.6.5 设 员 是 完备 的 歼 曼 流 形 , 则 对 任 一 点 pE %t, 
指数 映射 Exp, E M ERA MORR. EDNER 
HARPEN Exp。 是 实 解析 映照 ， 

证 引 理 6.6.4 保 证 Exps 的 连续 性 ， 由 于 Exp, 在 整个 
mM。 有 定义 ， 可 微分 性 由 引 理 6.6.3 可 知道 。 如 果 mu 是 实 解 
析 黎 曼 流 形 ， 则 测 地 线 方程 之 解 也 是 实 解析 的 。 而 引 理 6.6.3 
的 “可 微分 "性 能 换 为 “ 实 解析 ”性 ， 

在 黎 曼 流 形 的 一 测 地 线 yx(,0< 委 上 < 一 co， 称 为 射线 ， 
如 果 它 的 任意 两 点 之 间 的 长 度 等 于 此 两 点 的 距离 ， 7Y(0) 称 
为 此 射线 的 始点 . 

命题 6.6.6” 设 牟 是 完备 的 非 紧 黎 受 流 形 , 则 任 一 点 ? 必 
有 一 射线 以 ”为 始点 . 

证 据 定 理 6.6.1, % 必 非 有 界 。 令 p, IMPR AR 
使 p(p, pu) — оо, б Y, 209 p р, 的 测 地 线 其 长 度 为 
PCPs Pp»)， 我 们 以 弧 长 为 参数 ,以 X。 表 Ta 在 ?点 的 单位 切 
向 量 ， 无 妨 假 定 X,— XX， 否则 取 子 串 代 之 , 则 Ye) 是 以 
p 为 始点 的 射线 ， 实 际 上 , 取 如 > 0， 则 必 有 正 整数 М, tE 
ep» Pa > to 33 n> М, ШЭП 6.6.4 可 知 ， 


lim Y4(4) = 7 x(z02> 
">м 
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因此 有 
limp(ps Yn(10)) = р(р,7 xt). 


另 一 方面 ，m = eC, Ts )) 3 5 >N, KiE n” ei 
Tx) НЕЧА, 24 0 < 5 sS n Ff, р(ух(л), YxG6))25 
一 但 另 一 方面 ， р(Үх(л), Tx) < yx 的 由 Ух) 
到 yx( 细 的 弧 长 zo — tis AIE PCr) Yx) = h — ns 
证 完 ， 


567 等 度 变换 


i 9m 5s 9t рр ERU. 微分 映照 p:9t > 90 称 为 
GERR ИЖ p EMIA ЕН (X Y) m (4X 9 Y), 
对 任何 X, Ye S. 9 称 为 局 部 等 度 变 换 , 如 任 一 点 ?有 一 
SRU E p(p) 的 邻 域 了 ,使 得 ”限制 在 习 时 是 等 度 变换 . 

显然 ,如 FP 是 钢 到 自己 的 等 度 变 换 , 则 了 距离 不 变 , 即 oCp, 
4) = pLp(p),p(9))， 对 所 有 p.q€ m. EI 

定理 6.7.1 设 史 是 映 歼 曼 流 形 Эл 为 自己 的 微分 映照 保 
持 距离 不 变 , 则 vp 是 等 度 变换 . 

首先 需要 证 明 如 下 的 两 个 命题 . 

命题 6.7.2 设 听 是 黎 曼 流 形 , 任 一 点 p€ W, А 
ФЕ О, 使 得 其 中 过 任 两 点 2 与 9 的 测 地 线 Zx C), PASE 
为 参数 时 ,适合 

G) JE дижу 8e. „ш х(4); 
dt Ox* 


" { Op*(p,a) Op'(p,q) == 
Gü) g^) s — ук == 49(p,4)» 


其 中 gu = (E 97), (а) ЕЖ, (e «D, 


1264+ 


证 我 们 取 上 为 正则 球 邻 域 Be(po) 使 得 Balp) 仍然 
EERIK, 由 于 P39 € В.(ро), оСр›9) < 28, ES P HE, 
球面 p(p,9) = Cons 落 在 Belpo) 之 中 ， 此 球面 在 q ARA 


向 量 为 pe Čen, 另 一 方面 , 据 Gauss 引 理 , 7 (O #E q 
的 切 向 量 此 -与 球面 垂直 , 即 有 
其 中 X 是 一 比例 常数 。 但 © 是 单位 向 量 ， 故 


] = g, 2 
Siz dt di Ox! Ox* 
x 4* Be. „у de y, 
dt Әх! dz 


因为 Yx BLEU E, g€ = e(psq). 由 此 可 知 ， X = 1, Bi 
(12 17,368. 


др до 
хі Ox*' 
RLF 40° 即便 可 得 到 Gi). 
命题 6.7.3 在 上 一 命题 的 假设 下 ,有 
(1) &(p.4) = gua (x C00 (а) — xi G^ Ca) 
— x*(p)) + oC]x C — х(4) 12), 
(i) 命 p = ExpA,q 一 ЕхрВ , iij 


j = git 


证 由 于 plp,p) = 0, BH p'(p.g) > O dE p= а 为 真 
' 465 · 


焉 的 极 小 ; 故 当 x! = xi(q) 有 Se 一 0， 因 此 ， 当 


pE В.Сро) HER, P1) 有 Taylor 展 式 
e'Cpsq) = An Goa) — zi (p) )(х*^С4) 
— x*(p)) + oC]x G2 — х(а)|?)› 
并 必须 (СА) 是 定 正 的 ， 由 上 命题 Gi) 可 知 
4 Ә?р!(р„4) = 2 O'p'(p.q) O'o(p,4) 4e, 
Ox*Ox! Ox/0x* Әх!Әх! 
其 中 没有 写 出 来 的 项 皆 在 а 一 p 时 为 0 dr = р, PATH 
- Aj = Agit Ayr, 
由 此 可 知 , 必 须 As = gal G2), 这 证 明 (О), Gi) 是 (的 
显然 推论 。 命题 得 证 ， 
现在 来 证 明定 理 6.7.1， 命 p,q 是 gl 中 任 两 点 ， 据 假设 
о(р4) = elol) pla). 34 9 3657 Т Р» 据 命 题 6.7.3 
(i) 有 | 
Aa 
4 p(p) 的 坐标 邻 域 为 V, BERRA y, Nu 
до (ра) | aelel ela) Әу! ду! 


0x/0x* дуду! Әхі Ox* 
+ 88(9(D.e(4)) 0^ 
ду! ӘхіӘҳ* ` 
出 此 可 知 | 


gi Cx CO) = ga OC) 25 I 


BO 必定 是 局 部 等 度 变 换 。 此 外 ,9 必定 是 一 一 的 ,如 果 不 然 ， 
有 ple) = Ф(4)›р ?e q, Mj 0 = ple), e(a)) = elg) 
> 0,Ж JÄ. AE P 是 等 度 变 换 , 定 理 得 证 明 ， 
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注意 , 若 p: N 是 等 度 变 换 ,p(p) = z, MPEP A 
的 正则 球 邻 域 映 为 4 点 的 正则 球 邻 域 ， 若 用 正则 坐标 表示 ， 
y! = pl), 则 此 变换 保持 欧 氏 臣 离 不 变 ， 即 yy! 一 xx! 
必须 是 线性 正 交 变换 y! = art, 

引 理 6.7.4 设 听 是 连通 的 笋 曼 流 形 , FP 与 Ф ЖААЛ % 
自己 的 等 度 变 换 , 若 有 一 点 рел (Ë 
| ФСР) 一 (p). Pie = Pup» 

ДЇ 9 = Ф. | | 

证 由 于 oo : 是 等 度 变换 , 我 们 只 需 证 ,如 (p) = p 
及 фар = І В, Ф ЇЕ Ва, To 在 ?的 任 一 正则 
邻 域 中 ,， 平 是 恒 同 ， 由 于 任 一 点 qe 9 可 以 用 一 曲线 与 # 相 
连 , 我 们 能 以 有 限 个 正则 邻 域 盖 过 曲线 ,由 此 即 知 ф(4) = z; 
引 理 得 证 明 . 

ER 5N ERSE., U 与 U, ЕЖЕ Е, 
Pop: EDP ULU: 为 针 的 连通 区 域 的 等 度 变换 , 由 引 理 
6.7.4 可 知 , 如 有 一 点 p€ U, ПО, E p (p) = 12 K. Quai? 一 
Qi» HI qu 与 e; Е UNU 包含 ?的 连通 域 中 有 ml = Ф. 
等 度 变换 pl Ж p 称 为 互相 直接 展 拓 ,如 UNV: 5 p ME 
在 UNV, 中 ， Фі == Ф». 

Ute REDUX UCM ES % Ну ЕЈ, Уб), 
0 和 上 委 1 是 慰 中 的 一 连续 曲线 ，7(0)6 U. ЕРАК p WA 
为 沿 y 可 展 拓 ,着 对 每 一 : А-Ы тС) НИХ U, 及 一 映 
U, 29 钢 的 区 域 的 等 度 变换 p, (513 фо = p YE U, = U, 3f E. 
ja Rah p, 与 p, 是 直接 展 拓 90 < ; < 1 
RAP A rR. BEA pCO ERRAT г. ge 

,CO < z < 1) ЖФ 8353 —i Y En. V, 是 的 定义 域 . 
不 难 证 明 , z 的 集合 使 得 p76) = ATO) 及 girl 一 
Фок 是 单位 区 间 中 的 开 集 , 同时 也 是 闭 案 , 并 且 包 含 : 一 0， 
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FRE SXSEEE 2,9, 与 d EBS rA KUNF, 的 连通 城中 是 
Жену. 我们 可 以 粗略 地 说 ,这 类 似 于 全 纯 函 数 的 解析 展 抑 : 
一 等 度量 变换 沿 一 盟 线 的 展 拓 是 唯一 的 ,假如 可 能 的 话 . 

命题 6.7.5 Боут ЕИ, P 
EMKU h N AKRE rG 0 < rd 
EMm НАЈ Н ,7(0) EU, 则 YP 是 洪 7 了 可 展 拓 的 . 

证 dd pe WW, 469. Ш В, (р), B, (q) Je p 55 q BS iE 
则 球 邻 域 。 设 r< ro VÈ В,(р) 到 В,(4) 的 等 度 变 换 使 
q = Фр). 我 们 可 以 断言 ， 史 可 拓 广 到 上 映 Bi(lp) 为 Bo ` 
的 等 度 变 换 ， 实 际 上 :我 们 可 取 B. (e) 与 p O) 的 正则 坐 
标 * 与 y， 由 于 在 B,Cp) 中 


ваб) = О) B5 295, (6.71) 


XH TB ААО ЈЕ ШААКЕ Ж |x| < r 映 为 球 |y| < r 
的 等 度 映 照 , 厌 点 固定 不 动 , y 与 * 的 关系 必然 是 线性 的 正 交 
变换 ,因此 可 以 扩充 到 |x| < ль, РАФ ЛЕМ: Bi,(p) — В„(4) 
的 实 解析 映照 ,和 而 (6.7.1) 在 В, Ср) 成 立 . 

不 失 普 遍 性 可 假定 TO 是 可 微分 的 ,以 狐 长 为 参数 , 命 
» 为 参数 ， 的 上 确 界 ,使 得 存在 2 的 向 曲线 rC ),0 < z < 5 О 
Rin Pz. 令 р = (б)? 0 </< 1K q, == Фр) 当 0 < 
t < so. 册 完 备 性 的 假设 可 知 ， 存在 极限 qo 一 lim e,Cp). ж 
s 充分 小 ， 使 得 Baa) Ж B.G) ЛЕШЕ, 又 选取 
让 使 得 p, € B.(p,,)sq, € B,(qa); УА S< r < s, HT Bip.) 
与 B,(q,) X p, X 4,, 的 正则 邻 域 ,如 上 面 可 证 ,p ВЕ 
广 为 В„(р,,) 到 Balg: ) 的 等 度 变 换 , 因 而 必须 som 1, Ж 
P [ЖЕ v mn, andit ur. 

曲线 rO E Y1(00C0 < z < 1) Yos fEmEH B, Ж v (0) 
= 71(0), (1) 一 y (1), ЖН. TE dE XE FE BJ kh Ra a:0 — 94, Ж 
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"mo-i(GG,Demlos;x1,0s:2z 1) 使 得 a(0, D = 
т) É a(1,:) = 100) K eG,0) = v(0),aG,1) = r(1). 
定理 6.7.6 在 命题 6.7.5 的 假定 下 , 设 TICO(0 < E) 
是 连续 的 曲线 癌 伦 于 x。 命 o, 与 (0 < ; < 1) ӘБИ n 
T5 vi Ж, p 与 加 在 7Y(1) = 71(1) 的 一 邻 域 重 


合 . 


证 由 于 7 与 vna 是 同 伦 , 存在 连续 映照 a: Q — 98, О 

DRESE., tE 

в(0,,) = rU) aCi) = т), 0&5<1, 

a(s,0) = T(0),a(:,1) = v(1). 
对 国定 的 六 命 o 表 连 续 的 出 线 4F (у, 2) (0 < ; < 1). 
ft ei(0sr« 1)3éo dra ШЕЮ. ос о EAR, so 
是 使 得 所 有 3,0 < < 时 与 pi 在 7Y(1) 的 一 邻 域 重合 ， 现 
在 考虑 连续 曲线 о", WEA :> фу (ог) 是 连续 的 曲线 ， 
因此 存在 正 数 r 使 得 对 每 一 ,, 0x1. BR B; wC) 
与 ByCor(a G))D) 是 正则 球 邻 域 。 存 在 正 数 e 使 得 ell), 
Get) <r， 当 0 和 上 1 魏 1I 及 当 jc 一 *| <e. 对 每 一 如 此 的 
sp; 有 一 o 的 沿 а НЕ, НРУ ЯНЕ 
拓 是 唯一 的 , 当 |* — o] < e 时 等 度 变换 gf 与 фі 在 7(1) 
的 一 邻 域 重合 ,这 证 明了 第 一 ,必须 zx 一 1, 其 次 如 0 安安 1， 
$i 53 ei 在 7(1) 的 一 邻 域 重合 ,定理 得 证 ， 
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第 七 章 ” 测 地 线 的 指数 和 比较 定理 


57.1 测 地 线 的 变 分 


AME m EREHE, VERSKA, 2 c:loe; 8] >M 
是 可 微分 曲线 , J RE R rb 0 АЈ, c 的 变 分 是 一 可 微分 
ШИ :[«„#]х/—> 9X 使 得 V(t,0)—9c(2.. VARIOS EDEA 
dn V(a,e) = c(a), RVC, a) == c(8), 对 任 一 2 € J. 
< Vle, 8] — % ЯБУ V BJ c АЈФОН, EAA 
VO = V(1,6). 5 L:J—R, 对 ЕЄЈ 
si (в) = | IPOs, 


Ж [Р = СР.) VYE, Ў.() ЖН У, ИЛЕ. 
WM 上 的 测 地 线 。 称 为 正则 的 ,如 c Ca) 至 cD) 的 弧 长 为 1 一 a。 


in У:[а, 8] X J — 9 c йй}, Ф Ру — D, D, = 2- 


ЖУ ËJ (z, e) 点 的 切 空 间 的 自然 基 . 
定理 7.].1 с: Ки — M 为 正则 测 地 线 ,V; [81x 
->M Ee 的 变 分 . © X = VD Y = V,D;; 令 Y 一 了 一 


, dL 
L'(0) = 1. = (Y, X Jino 


В 
, (7.1.1) 


L”) 一 人 (wo V0.7) — GO 2025 Уу 


В us 
十 (Vp»,Y; Х|. (7.1.2) 
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L'(0) = 0 (7.1.3) 


1700) = PCC, Y vo Y) (КУ, X)X, Y) adt C14) 
证 由 于 
L Ce) = (рхо, eode B XKE II = le = 1, 


又 由 于 IXI 是 连续 而 Lo, 8] 是 紧 的 ,在 了 中 存在 0 点 的 邻 域 
L'(&) =. \ DX, Хы dt = " (Vo,X; Хин 


«^2 XC, е) се) o 
由 于 [Do р] 一 0 及 立 是 无 挠 的 , 我 们 有 
Yo, Y +D: = Vp,V«Di; | (7.1.5) 
因而 得 | 


|" (УУ, Хх), 
І (е) = а ИХ "m el dt. (7.1.6) 
由 于 (2) = V(z, 0) 是 正则 测 地 线 ， Vp, Хо = Voe = 0, 
及 
| DlY, X) = (V5,Y, X) + (Y, УХ), 
得 出 | О 
, = И DKY X}? uo =s ^ 
0) = |, Ваа ч (у, хуа, 


.这 证 明了 (7.1.1》. 


由 于 
(У, Х,У) (Vm Vp, Y, X) 十 (Vn Y, VpX) 


D: X = Ixi 
_ (Va Y, XY __(УьулҮ›,Х) + (Vp Y: Vn, Y? 
[Х# Ixi 
_ (уу, XY 
Х| 
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K Уһ(ҖҮ,ХУХ у = DKY, X} Xua 十 {(Ү,„Х»Уь,Х 
一 рУ, XXw 
而 由 (F, X) 4 一 0 可 知 
420991 一 Р, X) 一 0， 
HA (У Y; Vo У). == (У. Ў, Vp, Yno 
十 2(V», Y, Vp (Y » X) Хуа 
+ (Yo CY, Х)Х, Vp, CY, X) X) ia 
= (У Ў, У Y Yizo + 2D (XY, Xv, XY) 
+ (OD, ХУУ (X, Хә 
= 《vp,Y, уь, Ў) + (УЬ, Ү, Хун 
由 此 及 (7.1.6) 可 知 


P c e 
L'() = V GvasaY. X) + Ga. vo) uat. 


据 曲 率 张 量 定义 
R (X, Y)Y = Vy, Vp,Y — Tp,Vo,Y 

及 (Vo, Vo, Ys Xun = D KVo,Y, Ху), WEB 

L”) = [f KYY, vo.) — (КОХ, Y) Y, Хай, 

+ (Vp,Y , X10), 

这 证 明了 (7.1.2). 

AV ARDES E Vase) = (a)k V86) = (8), 
й Y(e,s)= У.Р... = 0, ҮСЕ, в) = 0, 
从 而 V p,Y joe = Vp, Y g, = 0, 
这 得 出 (7.1.3》 及 (7.1.4), 定 理 得 证 ， 

现 令 I 代表 区 间 [e,p]. Ék c:1 — 9x арлу ЕВ, XX 
段 光 谓 可 微分 曲线 了 :1 -> TM 适合 mY = c с 
上 段 光 滑 向 量 场 . 

设 c; l — M 是 可 微分 曲线 ,J 是 R 的 0 点 的 开 区 间 , 连 
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续 映 照 了 :ixy -> 昕 称 为 < 的 膛 役 变 分 ,如 果 有 一 分 割 a= y, 
< y, < +++ < уу = р, 使 得 对 每 一 [, = [r.a v.v = 1, 
++ И 是 曲线 cj 的 变 分 。 邻近 的 曲线 У,:1—>9л 
Ж В ЛУ, „у 的 长 度 国 数 上,:J — КТЕ J B3 RBR 


1 
是 可 微分 的 ， 因 而 了 ВОКЕА L= 2; L, 4k 0 点 的 邻 域 


可 微分 ， 对 于 t€ 1,， 由 
V4Da,,, == СУ) Оде 
定义 的 映照 VDI x J тан 是 连续 的 ,因为 
Vu, (y, s) = Vu, Lx» €), v= l, --*,1— 1, 

YTM, Y() —V. Da, iiti c XE BOB ES. S 

X, = (Vu,siDaDi, Y, == СИ) 

V, = Y, — (Y,,X,)X,. 
$2(7.1.1)5(7.1.2), 24 с 是 正则 测 地 线 时 ,有 


100) = БУ, хы , 


L”(0) = > (Í ' ((çp,Y,, Vo, Y,» 
v=1 “Т, 
一 (RCY,, X,)X,, Ү,))1„о2ғ 十 болох" ). 


定义 Y, = Y — (Y, д), 
则 „ўы = Yi = Ç, YL, tE lrs 7,]. 
由 于 X,, |= ¿ 可 微分 而 V.D:IXJ— TN 连续 ,有 


Y vs 一 Y,rtlyws5 Vp,Y ,r,s 一 Ур, »+ит„в» 
我 们 得 出 | 
p 
L'(0) = (Y, e) x (7.1.7) 
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L"() = |C, Y — à (у, ое ууда 
+ V» Yuso) ep)) (S p, Y us, 02 a(a)). C4 1. 8) | 
ЖЩ, ЖЯ Y(a) = ҮСВ) = 0, Yp, Y nao == 0V p, Y npo 
= 0, 此 时 上 两 式 化 为 《7.1.3) 与 (7.1.4)。 即 此 两 式 对 “ 是 逐 
段 光 滑 的 变 分 了 亦 成 立 。 由 黎 曼 曲率 张 量 的 性 质 可 知 C 
(R(e, 2)2, У) = 0, (R(Y, 006, 2) = 0, 


故 有 s 
| L(0)=0, ` 0004.9) 

CO = Cro YD — (QOL 2 6 Y Duae. 
| (7.1.10) 


里 应 指出 的 是 , 沿 一 可 微分 曲线 с: [a,8] 一 对 的 任 一 

逐 段 光滑 的 向 量 场 ,可 以 由 一 沿 。 的 逐 段 变 分 得 到 。 实 际 上 ， 

对 每 一 +€ [e, 8] 作 一 由 с) 出 发 的 测 地 线 以 YQ 为 方 

问 , 由 于 [a,8] 是 紧 而 Y 连续 ,我 们 能 找到 R 的 0 点 的 开 区 间 

J, deis evo 在 指数 映照 Exp 的 定义 域 中 ， 4 (2,8) € la, 

v, £) = = Expo (Y (OY | U ` o 1.11) 

定义 Kile, 8] X J 9m, иж e 的 逐 段 变 分 ， 而 有 
Кы» == Y (2. 


(872 Jacobi o; ИШО ЕҢ. 


з сли ROO dH, YEN e т, + 


Y' = Vy, рә. 
dt 


Fi е 为 正则 测 地 线 , MWA ср Jacobi 场 Y 即 适 合 下 面 微 
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分 方程 的 向 量 场 
Y" + R(Y, je = 0. (7.2.1) 
令 Fe AWA cH Jacobi 场 的 集合 ， 这 成 一 实 的 线性 
空间 ,对 任 一 a€ R, W| ae 是 一 Jacobi 场 , 因为 Vpé = 0 М 
R(e, ¿jè = 0. 若 X Y € Fe ДІН 
D(QU, Y) — (Y', X)) = (X”,Y> 一 (Y",X) 
` = —(R(X, г)4, Y) + (R(Y, 2)ë, X> = 0, 

这 表示 (X, Y) — (X,Y) BREMA Kl X 一 ¿ if, 
(Y', e) 是 常数 ， 由 于 D4Y，e) = (У, 2), WES =, 8€ J, 
fi (Y, 2). = 0 R CY", ¿>i = 0, WJ CY, 2) = 0, 或 者 若 有 
(Y, г), = (Y, ёв = 0 ZB (У, 2) = 0. 不 论 如 何 《Y, 2) 
是 :的 线性 函数 . 

方程 (7.2.1) 称 为 Jacobi 方程 ， 这 是 二 阶 的 线性 常 微分 
方程 组 ， 因 为 对 任 一 点 eC) TS. {0, х}. 令 


д TEE =з ái Xj» Y = pX;, 


X; = 
! Ox 


于 是 


Y’ = VoY = tz + l ; | eg Ix, 
dt jk 


特别 是 Vo= (2 十 M 214% ух, = 0, 
故 有 
ү" е v, Y - [2 (= +) | 
+ v4 十 M iM zx, 
' 2/31 


据 (1.3.10) 可 知 
„ d'o' ‚ fi - dot 0 {站 
Y = [4e 十 2 i ~ 二 p |-> 
dr! i * dt Ox* P 


十 | ; } | ^| — Rig ) eigo |x, 
jl 


kp 
因此 Jacobi 75 & (7.2.1) 的 局 部 坐标 可 表达 为 


аф! P). аф“ ( 8 i 
£7 +2 1: i9 + | | 
а? M dt Ox* jl 


PAP) ог = 0, (722 
EMIMD ғр (72.2) 
这 显然 是 pt 的 二 阶 线性 常 微 分 方程 组 .由 常 微分 方程 的 理 
论 得 知 , 对 s€ J, к, m € ЭЛ 在 在 唯一 的 沿 < 的 Jacobi 场 
满足 


YD = а, 了 (mo) = m, 

AmA с 的 所 有 Jacobi 场 成 一 2п 维 实 线 性 空间 . 

命题 7.2.1 iX V:[a,8] X J — 9 EAH clap] 
>M 的 变 分 ,并 且 。 的 每 一 个 相 邻 的 曲线 VG = VG, в) 
: Га, Pl 一 M 是 正则 测 地 线 ， 则 变 分 向 量 场 YG) 一 Р.о 
ДЙ є 的 Jacobi 场 。 

证 由 于 У.С) 是 正则 测 地 线 , 由 于 [Di,D] 一 0 及 
(1.6.7), (7.1.5) 有 

0 = Vy, Vp, И.О = Yp Vo, ИЮ + R(V,D,, VD) VD: 

= Vp Vp 7,0, + R(V,D;;V,D))V&4D,. 

特别 取 s 一 0， 上 式 即 
Y" + RCY,2)0e = 0, 


+ 2716 * 


命题 得 证 ， 

由 此 命题 可 知 ， 获 得 Jacobi 场 的 一 个 方法 是 测 地 线 
作 移 动 , 并 且 任 一 沿 测 地 
线 的 Jacobi 3 E nf Hi db ik 
得 到 , 即 

命题 7.22 沿 测 地 线 
ciila, 8] — M B3J£E— Jacobi 
J r R] Hi c 的 通过 测 地 线 的 
变 分 得 到 

证 选 c(a) 的 一 邻 域 吕 
使 得 忌 的 任 两 点 能 以 唯一 的 
极 小 的 测 地 线 相连 。 设 el) 
€ U, 当 < < < 8, 我 们 首 
先 构 造 一 沿 cle 的 Jacobi 场 Y 使 其 在 r= a 与 :二 86 具 
有 任意 的 给 定 的 值 . 选取 曲线 a:J 一 也 使 得 a(0) = clo 及 
z 一 aw SF Wuo 中 已 与 的 向 量 ， 同样 ,选取 曲线 2:J 


— U 使 得 50) 一 eCa) m # =, 7 是 Suo, 中 已 与 的 


ШЖ. 定义 变 分 бл, e): [a, 8] X J — 9 29 Va): ia 8] 
— 9k 是 如 中 通过 а(в) 5 #(в) 中 唯一 的 测 地 线 。 则 据 上 面 
的 命题 ，Y = V.D; 是 一 Jacobi 场 在 端点 有 已 与 的 值 ， 

现 证 任 一 沿 cua ә 的 Jacobi 场 风 可 由 此 法 得 出 ， 令 
Z. EW с 的 所 有 Jacobi 场 , 则 

iw I (wa), w(2)) 

定义 了 一 线性 映照 pF e > Mea X Mesye 上面 证 明 此 映照 
是 映 满 ， 由 于 此 两 线性 空间 皆 是 2m 维 ， 由 此 可 知 由 是 同 构 
的 ， 换 言 之 , Jacobi 场 由 它 的 在 c(a) 5 с(8) 的 值 唯一 
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确定 ,因此 上 面 的 构造 得 出 所 有 沿 测 地 线 сот 的 Jacobi 场 . 

这 里 把 V.O 限制 在 区 间 Го, 8] 不 是 主要 的 。 由 [e.g] 
的 紧 致 性 可 知 ,可 取 R 的 0 点 的 间隔 J 充分 小 , 使 得 Fe(m 能 
在 整个 区 间 [e 8] 定义 , BH P:[a, 8] X J — 9x ER с 的 
通过 调 地 线 的 逐 贸 变 分 ， 使 得 已 给 的 Jacobi 场 是 变 分 向 量 ， 
命题 得 证 . 

ATEMA, Synge” Ж Jacobi 场 方 程 为 测 地 线 偏离 方 
程 ,这 在 引力 波 的 研究 中 有 应 用 ( 见 Weber). 

现在 研究 Jacobi 场 与 指数 映照 的 关系 . FE m HE SCR R 
性 空间 互 有 一 自然 的 微分 结构 ， 它 的 图 就 是 向 量 空间 的 同 构 
Е 一 К", Е 作为 微分 流 形 , 对 任 一 "E 瑟 有 一 切 空 间 E, Ж 


们 作 标 准 的 同 构 
ZEE, 


如 下 : 对 每 一 w€ P 考虑 直线 1(z) = v + tw ifi „ш = 
4xDio, Жн D = £. 如 x:E — R” ЖАА, Ще „ше E., 


d /i ; 8 ; 8 
„ш = p Са (о) + ах (w)) 3 . 一 Са): y | 
(7.2.3) 
51 7.2.3 iE c:[0, 8] — m EAER. p= c(0), v, 
w € WU, v = ё (0), с (2) = Exp (z), 对 任 一 нє, < 
T aD — (алу), 为 标准 同 构 , 则 映照 Y:[o, 2] >TM, 
YC) = Ex Ppt T ow (7.2.4) 
ЖД с 的 Jacobi 场 适合 Y(0) 一 0 K Y'(0) = w. 
证 取 R 中 0 点 的 充分 小 闻 隔 J， 考 碟 c< 的 变 分 V:[0, 
ё1х J — 项 ， 定 义 为 
V(1,5) 一 Exp(x(o + вш)). 
据 命 题 7.2.1， YG) = Юша Жїн c 的 Jacobi 向 量 场 ， 但 
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由 上 式 可 知 
И.р, = Exp opea)» 
因此 V.D, = Ехр„ ow = Ү(г), RE Y(0) 一 0, Tfi 
Y'(0) = Vp Ү(ғ)о = Ур, И, Одоо = Ур, V Diono == ws 

引 理 得 证 . 

WE с:Ј — 9x EWER, 我 们 称 J 中 o 与 4 РЗ 
轿 , 若 有 一 沿 c 的 不 恒 为 0 的 Jacobi Z5 Y E Yo) = Ya) 
= 0。 在 命题 7.2.2 的 证 明 中 知道 ， 若 5s л 是 不 相同 并 且 
e(o) 与 e(a) 在 一 充分 小 邻 域 中 , 则 对 于 < 非 共 轿 ,因为 给 与 
v € Soo, WE Dipo WY c 存在 唯一 的 Jacobi 场 Y 适 合 Y(0) 
= о, Ү(л)== w, Bl $7) X Mo 适合 $Y = 
(YGO. УСА) АМ HEA ФУ == (0, 0) 的 Y 必然 恒 为 0 。 
有 时 我 们 简称 me J 为 < КЖЕ, ДЈ == [о P], а = а, 
n, ñ 对 于 < 3588. 

定理 7.2.4 设 c:[0,8] — 9x 为 正则 测 地 线 ， 

p= с(0), лє (0, 2], u = ne(0) € mu. — 
4 ә! 为 沿 c 的 Jacobi 向 量 场 适合 Y(0) 一 了 (1) 一 0 形 
成 的 向 量 空间 ，4? 为 Erp ТЕ EZER (M). 的 向 
Ж 5 38 Exppxb 一 0 形成 的 子 空间 ， 则 有 
dim 71 = dimA;. (7.2.5) 

证 由 标准 同 构 27:97 —> (Me). 定义 一 线性 映照 
філа Л; oY 7 .Y' (0. $855|28 7.2.3 
0 Y(5) = Exp 7 „Y (0), 
B] .7-7,Y'(0)€ Л", Ж 52e0. Фр, 而 据 Jacobi JZ; 
的 唯一 性 知 w 是 满 射 ， 因 为 当 ¿e AB, F eR Jacobi 场 Y 
适合 Y(0) 一 0 及 YO 一 Ул» 是 唯一 决定 ,而 ҮС) = 
Ехрр^® = tExpyb = 0, dk Ye Fi, 而 显然 的 ФУ == 2, A 
此 是 同 构 ,(7.2.5) 证 明 ， 
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Ж є:[0, 8] >M 是 测 地 线 适 合 р 一 c(0), ptem e(0), 
于 是 有 e) = Epler), 据 上 定理 可 知 , 5 € (0, 8] 为 和 的 共 
绝 点 仅 当 指数 映照 Exp, 在 и == до 之 秩 非 最 大 的 ， 即 * dË 
TÉ 点. 我 们 已 知 在 ЭЛ, 的 0 点 的 一 邻 域 , Exp, 有 最 大 的 秩 , 因 
此 有 一 正 数 2 使 得 任 一 由 ?出 发 的 正则 测 地 线 [0, и] >m 
是 没有 共 轿 点 的 。 特别 是 任 一 党。 的 不 恒 等 于 0 的 Jacobi 场 
最 多 有 有 限 个 零点 , 否则 由 o. 8] 的 紧 致 性 可 知 必 有 零点 的 
Жула š YO) = 0， 这 与 前 面 所 述 应 用 于 c0) 时 矛盾 , 故 
e 最 多 有 有 限 个 共 轿 点 ; 即 任 一 由 Me 的 0 点 出 发 的 射线 上 
Expr 的 非常 点 是 孤立 的 . 

Ti n Жс ЗЕЙ лд, {ПЁ dim 723 = тл («т — 1) 
为 n ЕЖ. 


$7.3 Gauss 引 理 的 推广 


设 忠 是 黎 曼 流 形 , 据 定义 有 一 定 正 的 对 称 的 张 量 场 g, ЖК 
为 基本 张 量 ， 令 TM 为 中 的 切 从 ( 见 $ 6.1), 自然 的 投影 
为 «T9 — 91. #55 m 的 线性 联络 V. <. 为 联络 映照 
«ТТЛ — TM. Xpuc ТУЙ,Л,ВЕ СТ)и, EX TM E 
# 的 基本 张 量 2 为 
EK A,B) = ge) AE m B) + ga) (0€ A, B) (7.3.1) 
如 4 是 水 平 的 , 即 A = 0; ВЗЕН АЈ, BU xwB = 0, Wi 
£(A,B) = 0; ZER (TM), 中 的 水 平 与 垂直 的 向 量 对 于 
£ 是 正 交 的 。 我 们 要 证 g 是 正定 的 ,实际 上 设 
i ; 9 m4 Ө 
и = š £ А = а a4 ^ "ag 
8 „у д. 
эл!” д” 


В = h 
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据 (6.1.5) 有 
Ext) (ta d ox B ) + gato ЖА, B) 
= gia bt + gi (a + at ETL) 
x (prt + БЕРГА ) 


uu TÍN, 
-人 (7 ето) (е оу GT Je, 

其 中 a= Gat, n, a), b = (0, +++, "у, TL 为 线性 联 

络 ，va -2 ri 


Bai Әх Өх” 
任 一 点 pe m, HEARRE ,:9Л,—> ТӘЛ, H uE 
pur 及 a,b € (әл, )„› 定义 内 积 
(а, Ф), = Et) (a 15). 


; 则 гаа! L^ 故 


‚ Ө д 
= j 
若 ити adu ^ Baiia 


xalia) = 0, Aia = adi — а, 因此 有 
БЕШ; | 


(а, 5). = g (Z Па, V Lo). (7.3.2) 
这 样 在 9, 中 定义 了 一 标准 的 基本 张 量 《,》)。 实 际 上 ,上 
式 即 

(а, Б) = galap) aibt. (7.3.3) 
引 理 7.3.1 i$ pEM, z€ Ns fE Exp АЕ МН, p: 
[0, 1] — M。 是 一 直线 段 pG) = го, 6) 为 $m, 中 的 标准 

基本 张 量 , 则 对 任 两 a, РЄ C), 3 a = $0) 时 有 
(a, b) == (Expeo2, Ехрр+Ё). (7.3.4) 
上 式 即 映照 Exp, XE" fep] SEHE By, BD Mp 在 ”的 切 向 量 对 
于 由 0 出 发 通过 ”的 射线 的 分 最 经 Expo, 是 保持 长 度 不 变 
的 .特别 是 , 若 90, 中 的 微分 曲线 业 与 F 正 交 于 wv, 则 Expo $ 
与 测 地 线 Expeg 正 交 ,故此 引 理 是 局 部 的 Саша 引 理 ( 引 理 
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6.5.4) 的 推广 ， _ 
证 Ф 7,9, 一 (go)。 是 标准 同 构 ，Y 是 沿 测 地 线 
с 一 Expe 的 Jacobi AEA YO) = 0, Y'(0) = w = 7,5. 
据 (7.2.4) 
Ү (1) = Ezppx 7 ow = Ехрьё, (7.3.5) 
由 于 DKY, 2) = (Y', 2) ДК, (Y, 27》 是 :的 线性 前 数 . 
由 于 Y(0)= 0, Ж (Y, 25, = 20Ү, 2) m Ço, v). HW 
ЖУ, pn = Cw, v). BF ¿(1) = Expresas 故 由 (7.3.5) 可 
ЯП (v; ш) 一 《Exppxa» Exppxb). 另 一 方面 , 据 标 准 基本 张 量 
的 定义 
(v, w) = (FF w) = (a,b). 
引 理 得 证 . 
引 理 7.3.2 ” 任 一 逐 女 可 微分 曲线 cila, 8]1— 9 可 有 
—J ks ёа URB DB RTT RU ф: Га, 81— [a, 81 使 得 2 = 
соф 是 可 微分 的 . | 
证 把 [a, 81 HA e = y < у < + < у= 0, 使 
得 с, = [Ya v,] 是 9X 中 的 可 微分 曲线 。 我 们 构造 一 在 
e, ЛЕНТА АУ ГАУ ВЕН pila, 8] — R 使 得 
Q,G) = 0 HM rm y, a.p, = EE M z > y, 


4 e?) = Yo У! G.—v.0e(0, TA 


9(r,)-1, v-0,0,'::,L | 
m Drg(y,):= 034 y = 0, Lel ERrzl $c, 
Ek x R c(Y,) BJ 9л 中 一 邻 域 的 坐标 系 , 函数 
riol recep, i= lys ym 
的 住 一 阶 左 微分 与 右 微分 在 7, WAF, A 2 是 可 微分 曲 
线 , 引 理 得 证 . 
引 理 7.3.3 设 рє Wu, 9,34 Exp, АЖ К, v € 9t. 
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设 ф:[0, 1]— E o 与 > 的 直线 段 ， 即 pG) = r. 
$:[0,1] — St, 是 逐 段 可 微分 曲线 适合 由 (0) = 0, 4 (1) —v. 
tuts 

І(Ехрәф) > L(Expeg). 0.3.6) 
更 精确 地 说 : 若 有 一 ьє (0. rl, 4 ФО) SETE 
量 的 分 有 最 加， 使 得 Exppx45bo 不 为 零 ， 则 有 

L(Expe $) > І.(Ехр°ф), (7.3.7) 
此 即 由 0 到 ”的 曲线 中 ， 直 线 最 短 的 性 质 在 Ехр 下 保持 不 
ak. 

Ж 据 引 理 7.3.2 不 仿 假 定 风 是 可 微分 的 。 又 设 оз 0 

及 $G) > 0 4 z€ (0,1]. | 


对 гє (0, 1], & a = A o SO ‚тЫ (= (o, 


$C 
61! 
b) + Èl), aJa, 5 是 与 a 是正 交 的 单位 向 量 . 由 于 
[Ёхр°ф[? = (Expos oD, Expes2d); 
利用 C7.3.4) 可 知 
[Ехроф[? = CIOP by CExprab > Exppx6) 
+ (060), а)? > MM (7.3.8) 
а (V po») = Ca 
р|ф| igi ($C. F wo 一 一 人 一 i gen 7 —— 
= (G2). 0.3.9) 


由 此 得 出 a 

1.(Ехр°ф) = |! Їйхр°фЇд > iplo > Coto 
= ФС — yO = [ей = 1.(Ехр°ф), 

这 证 明了 (7.3.6)。 此 外 ， 当 Exps*ó 关 0， 在 《7.3.8) 中 对 

# € (9, 1] 等 式 是 不 能 成 立 的 ,由 此 得 (7.3.,7), 引 理 得 证 . 
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当 Exp, 在 ФО ә) 有 最 大 秩 , 而 ФС) 非 径 向 的 , 则 不 等 
A (7.3.8) 成 立 的 条 件 便 可 满足 而 当 儿 与 9 在 m, 的 像 
不 同时 , 必 存 在 一 5€ (0,1] 使 得 Cu). 非 径 向 。 如 其 不 然 ， 
根据 (7.3.9) 
Dl, = lll, 
因而 


LG) = [Méca = DN. (7310) 


由 于 由 与 9 的 像 不 同 , 存在 ?ec (0, 1) 使 得 0G) 不 在 9 的 像 
中 ,由 三 角 不 等 式 得 知 

[ФО + 19€) — ФСР > ly ON. (7.3.11) 
另 一 方面 ,在 黎 受 流 形 W E. d= dins dn == 中 wu 有 

LC) > l9G)l. LCE) > l9) — ФІ, 
因而 根据 (7.3.11)》 
СФ) = LG) + LCb) > leai 
iX 5C7.3.10)7F IB. 
设 А, E, F 是 拓扑 空间 , 若 连 续 映 照 


适合 hog == f, 则 称 f 为 经 4 在 F 提 升 为 g. 若 c:[0,8] — % 
是 测 地 线 , p= (0), q— (8), H| c 便 能 经 Exp, 提升 到 切 空 
[Н] iv， 因为 直线 p: [0， 0] 一 9, 适合 eG) = 1e(0) 就 满足 
Ехрәф = с. 设 2:10, 8] — Mm 是 逐 段 光滑 的 曲线 适合 200) 
= p, E(P) =q. H E 能 经 Exp, 在 .mi 提升 为 一 逐 段 光 
28 Ф 使 得 фСо) 一 Ф(0), o8) == gle) 则 由 引 理 7.3.3 
得 知 LCE) > LCc)。 但 一 般 情形 并 非 9x 中 任 一 由 请 到 4 的 
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曲线 都 可 经 Exp。 提 天 在 mu. 使 得 提升 后 的 曲线 是 由 0 
到 e(8). 例如 令 中 为 二 维 球面 ，P 是 北极 ，g EHR. P 
是 在 mM, 中 由 0 出 发 的 直线 段 ， 使 得 Expeo Н Р Я] а 的 
半 条 子午 线 ， 所 有 S hH rgd 的 半 条 子午 线 皆 有 同一 始 
点 和 终点 并 有 相同 长 度 , 这 对 应 Wu, Hho 出 发 的 各 个 方向 
的 长 度 相 等 的 直线 段 ,但 终点 是 各 不 相同 的 。 

定理 7.34 kelo, p] 9 RE ДЕЕ ЦИ, 
V:[0, 8] x J— 9t 是 的 真 逐 段 光滑 变 分 ， 则 存在 一 了 中 
0 点 的 开 区 间 Jo， 使 得 任 一 se J, 有 L(e) > L(0), ЖН 
HAR V, 与 如 一 < 不 是 经 一 参数 变换 而 相同 时 ， Le) > 
L(0). 
‚ 证 Фра (0), p:[0,8] 一 WAAR pO) 一 Zo 
с HUBS ЗЕЙ, WEE 72.4, 对 每 一 ie (0, 8], Expo 在 
eG) 是 可 微分 , 并 且 有 最 高 之 秩 , 因此 能 有 一 分 割 0 一 f < 
aere < = 8 使 得 区 间 -orl 在 FP 下 的 像 包 含 于 Me 
的 9,2) 一 邻 域 U, 中 ,而 h, = Exp |, JÉSRAMRUET. Bi 
于 了 是 连续 的 , 对 每 一 紧 的 区 间 -o 2,1 存在 一 数 n,> 0, 
使 得 ИС, t] X (—n,,n,)] CExpU,, ФЛ = (—m, 0). 
y= minim, es mh FE c BJ KES E A) V to, gx 1, 有 一 
经 Exp, EFS 9, 中 中 的 真 的 逐 段 变 分 Ф: [0, 8] XJ 
— Mps Ф (1, e) == Алу (т; г), 24 G, e) € [2,1,2] X Jos 
而 定理 由 引 理 7.3.3 得 出 ， 


* 7.4 测 地 线 的 指数 


设 E 是 实 向 量 空 间 ， 对 称 的 双 线 性 映照 f:E X E — Rá 
限制 在 对 角 线 上 时 称 为 二 次 型 . f 称 为 恒定 的 , 如 了 是 正定 
或 负 定 的 ,否则 f 称 为 非 恒定 的 。 
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Ek ciie, 2] >m 是 正则 的 测 地 线 而 %, 为 所 有 沿 c 的 
逐 段 光滑 向 量 场 Z 适合 4Z , 2) 一 0 所 形成 的 实 线 性 室 间 .我 
们 把 弧 长 的 二 次 变 分 的 Synge 公式 (7.1.4) I (7.1.19) R 
性 化 ,定义 1,9. Xx $,2— R X 
I(X,Y) = fex, Y) — (R(X, aJe, YY Judt (7.4.1) 
显然 了 是 对 称 的 双 线 性 式 ， 称 为 。 的 指数 式 ， | 
”对 于 可 微分 的 向 量 场 X, Ye % 有 
D(X', Y) = (X”, Y) + (X', Y), 
因此 得 出 
I(X, Y) = O', Y) | 一 fon + R(X, ee, Y)de. 


(7.4.2) 
BET Т УРИ A | 
I(x, Y) = (x, Y) | 一 l'or, v" + RCY,e)e)de. 
| | ‚ (24.8) 
ЖУ 是 一 Jacobi 17. Д] 
- (X, Y) = (X, Yi. (7.4.4) 
с 的 指数 式 对 应 有 一 B 上 的 二 次 型 ， 任 一 Yeg, H 
据 ( 了 .1.11) 可 知 , 有 一 逐 段 变 分 使 得 Y Dopo IHE, 9 % X 
B. 的 子 空间 由 Y € 9, 适合 Yle) == Yon: 一 0 所 成 。 由 
《7.1.9) 与 (7.1.10) 可 知 
L'(0) = 0, L”(0)= I(Y, Y), (7.4.5) 
其 中 Vere) = Expxp(8Y(2)), У. Оно = YG). 
若 有 一 逐 段 光滑 的 向 量 场 YE 有- 适合 I(Y, Y») < 0, Wi 
由 《7.4.5) 可 知 ， 有 一 RR 的 0 点 的 充分 小 邻 域 J 使 得 L(s) 
< L(0), 343.8 9e 0， 因 此 工 在 0 点 是 一 极 大 . 
引 理 7.4.1 ìk cila, f] — 9n ЕЕ ДНА, E — 3588 
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点 ae (a,8), 则 有 一 真 的 逐 段 变 分 Vila, 9] X J 一 9n, 使 
得 在 了 的 0 点 的 邻 域 中 L(s) L(0D, Mi g % 0. 

证 ” 据 假 设 存在 沿 < 的 Jacobi X5 Y, Узе0 而 Ү(а) 
= Y(#1) 一 0， 我 们 要 由 了 Y 构造 一 逐 段 光滑 的 向 量 场 了 使 得 
(Ў, Ў) < 0 便 证 明了 引 理 . 

ЕЖ (У, 2) = 0 及 CY’, 4)》 一 0。 首先 指出 Y'Cn) >= 0, 
否则 У = 0. {Ей c 的 平行 移动 的 向 量 场 Z, 使 ZG) 一 
—Y'(n)». 由 于 (Ze ё) = — Y, ЭТ = 0, d 216 %. 
Ho E [o, 2] ШУП Sc ВА К а p (o) — ф(В) = 0 X 
pa) = 1,0] Z = pZ E s, 对 任 一 лу > 0» Хен 


向 量 场 Y,E 8: 为 
Y(O + nZ(z)> 34 z€ [ay 4]; 
Y -{ AOF 当 z€ [2,8]. 
应 用 (7.4:1) 与 47.4.47 可 知 在 [a, 817 . | 
I(Y,, Y,) = (CY, YY + 27102» Ү), + 11(27, z). 
由 于 YG) = 0, Z(n) = —Y'G) 得 出 了 充分 小 时 
I(Y,, Y,) = —22(Y', Yu, + RICZ, 2) < 0, 
引 理 得 证 . | | | 

引 理 7.4.2 设 с: [а, 8] > 94 是 正则 测 地 线 ，$2 为 所 
有 逐 段 光滑 的 向 量 场 Ye % 适合 Yla) = Y) 一 0 所 形 
成 的 实 线性 空间 ， 则 对 于 Ye %/, 下 面 两 种 亿 述 十 等 价 的 : 

(i) Y 是 一 沿 < 的 Jacobi 场 ， 

( 对 所 有 ZEL, 适合 IY, Z)= 0. ` 
AE Gi) 中 Уа 0， 则 称 指数 式 在 Y E guit ne. 

证 根据 (7.4.4) Am G)e9(GD. ШЕ (е). fg 
У] a = y, < y, < --* < y; = p ES Y, = Уруу 是 
可 微分 向 量 场 ， 选取 可 微分 廊 数 Ф, [rs r,] > R 使 得 
PTa) 一 dC 7,) 一 0， 而 除 此 以 外 2,G)2> 0. £ с, = 
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Ct, T» 定义 7, == Ф.У» +R(Y,, é,)e,) 及 20) 一 7 „(2), 
当 z€ Ure v.) H) ze. H CAD 可 知 


0 一 (Y, 2-20. Z,) 


Ty-—t 


1 ть 
一 >, | (ү; + R(Y,, 6,)2,, 2,) й 


Ы 1 
--x|. PYY ROS 66 
Y7 + RCY, ë СУУЯ 

因此 Y? + RCY,, ¿és = 0, | | 
因而 Y, 是 [Ysa 7,] 中 的 Jacobi 35 (v = 1, ***,10). 对 
每 一 r€(1,:-:,/— 1) 作 向 量 场 Ze % 适合 

Z(r)- = Yn, — Y,(7,) K 2Cr) = 0 M ра у, 
这 是 不 难 做 到 的 。 据 (7.4.4) 


- (y, Z) = 3 UG. ZG — "I 


2(т,-))1 = (ыб) — YA EC) 
= LYC) — YY) Yr) 
— Yi v» 
得 出 ҮСУ) 二 YAY7,)， 由 Jacobi 场 的 唯一 性 得 知 Ү 在 
Y, 也 是 可 微分 的 。 引 理 得 证 。 
定理 7.4.3 i$ += [а, p] 是 正则 的 测 地 线 ， 则 下 面 两 
种 令 述 是 等 价 的 : 
G) c LETS 
Ci) i c 的 指数 式 I 在 %/ 是 正定 的 . 
证 (i)e(u), 首先 ICY, Y) 2 0 对 所 有 YEK, 5 
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则 由 (7.4.5) TA, 1(є)< L(0), эң eoe 0， 而 这 与 定理 
7.3.4 FB. EB Y e % 使 ICY, Y) = °› 我 们 要 证 明 必 
有 Y=0. 取 Ze% É n> 0, H 
0 < (Y — 12, Y — nZ) = —231(Y, Z) + mI(Z, Z) 
可 知 必须 ICY, Z) = 0, YZ € S7. 而 据 引 理 7.4.2 可 知 ，Y 
是 Jacobi 5. hF e RAIA, Д У = 0. 
Gi)=(i) Ж ue (a; 8]: 是 的 共 罗 点 ， 于 是 存在 沿 c 
的 非 零 Jacobi 场 Y 适 合 Y(c) = Ү(д) = 0, $ ZA) =Y Ce); 
M zelas, n], Пп ZG) = 0, M ¿€ [45 ñ], M Z e B, -F 
是 I(Z, Z) = 二 0 而 Zss0， 这 是 矛盾 ， 
由 此 定理 可 得 出 Jacobi 场 的 极 小 性 质 ， 设 с: [а, 81— 
M 是 没有 共和 斩 点 的 正则 测 地 线 ， 而 Ye 9, 是 一 Jacobi 场 ， 
则 对 任 一 向 量 场 X €, 适合 Xle) = Yla), XC) = YC8) 
有 
I(X, X) > IKY, Y), 4 X s< Y. (7.4.6) 
sr E.F X — Y € %” Ж X — Y >< 0, TAIX — Y, 
X — Y) > 0. 另 一 方面 ,根据 (7.4.4) 有 
I(X —Y,X —Y) = I(X, X)— 2I(X, Y)+ ICY, Y) 
= I(X,X)—2(X, Ү) |+ (Y, Y| 
= I(X, X) — (X. Y)|2 = I(X, X) — ICY, Y), 
由 此 得 出 (7.4.6). 
现 设 E 是 实 向 量 空间 , f 是 上 的 二 次 型 , f 的 (广义 ) 指 
数 是 使 得 J 2) QE) 负 定 的 互 的 子 空间 的 维 数 的 上 确 界 。 若 
©1[, 8] M EEUW, б zm Xu E, 1:67 x $7 — 
R 所 对 应 在 B EZRA (广义 ) 指数 称 为 c 的 (广义 的 ) #8 
Ж. 我 们 以 Inde X hnde 分 别 表示 c 的 指数 与 广义 指数 
5| 8744 i с: 10, p] ERNER, SEE L p 
的 Jacob: 场所 成 子 空间 , 则 有 Inde 及 һас 有 限 , 且 . 
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Indc = Indc + dim Z. (7.4.7) 

证 fEARELO—SA—ncc < u= p E E luus 
AIH. ИЕ vE 8. o K ҥш € Me 存在 唯一 的 沿 
clu, us 的 Jacobi 场 Z 适 合 Z(t,2) = v. ZG,) = w. & 
Z SU 中 的 向 量 场 了 使 得 了 | 是 Jacobi 场所 成 子 空 
[RH], Д] dim £7 = (m — 190 一 已 。 定 义 线性 映照 фю.®, 一 
S: 对 每 一 Xe %/ 定义 ФфХ|, 是 一 沿 clos 的 
Jacobi 场 Y,， 适 合 Yrd) = ХО) 及 Yl) = XC)» 
»==1,+++1, 则 当 Xe 2. hr ФХ = X. H (7.4.6) 可 知 

I(X, X) Ilex, 9X), (7.4.8) 
当 X € 9, 而 XEF: RAED 的 子 空间 , 使 得 工 为 ( 半 ) 
WEM p|, 是 内 射 , 否 则 存在 Xe4 而 七 关 0, 使 pX = 0, 
于 是 XEF.. H (74.8) 可 知 , 1(Х, X) > I( eX, eX)=0, 
这 与 I(X, X) «0 矛盾 。 由 此 可 知 ，dimd4 < ат Ё; = 
(т = 1) 0—1). 而 inde 5 Indc 20998. -$ ас 
(Inde) 为 工 限制 在 Ae 的 (广义 的 ) 指数 ， 则 上 面 证 明了 
Inde < њас, Indc < Inde, НҒ. Zec, Ind'e < Inde, 
Inde < Indc, 9 Inde = ас 及 Indoc = Indy, 

现 设 另 一 分 割 0 一 0 < # < ** * sq, 使 得 (5, tts 
aM, па} = $. Ф ZZ 5 Yes 的 子 空间 ,使 
得 Ylu, uu 为 Jacobi 场 , 则 ZZ 0,77 = Z, 并 且 对 于 所 
有 Xe ZZ, IB xë ZP, (74.8) 成 立 ， 由 上 面 的 证 明 可 知 ， 
有 一 子 空间 Вос ZZ 适合 dimg 一 indc 使 得 了 在 В, ОРЕ 
负 的 ,而 根据 (7.4.8) TAL pln 是 内 射 。 令 Bem po I 
有 dimBo = dimB, 二 Indoc. 令 B 为 B rh ZË 的 补 空间 , 即 有 

В, = ВФУ?, (7.4.9) 
由 (7.4.8) 可 知 ， 了 在 B 是 定 负 的 ,车 dimB = Indc， 则 等 式 
(7.4.7) 便 得 到 证 明 。 已 知 存 在 子 空间 BCJ’ 适合 авв’ 
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一 Indc 使 得 了 是 定 负 ,显然 dimB' 2 dimB, Zi dimB' > dim 
B, WE dinB' D Z2 > dimB@ ZË = Inde, HHE (7.4.4) 
可 知 ， 了 在 ВФУ? 是 半 负 定 的 ,这 是 不 可 能 ， 引 理 得 证 ， 
定理 7.4.5 (指数 定理 ) ME с: [0, 8] — 9t 是 正则 测 
地 线 , 对 (e (0, 61 <& Z: 表 沿 c Jacobi 场 适合 Y(0) 
= YG) 一 0 所 成 的 空间 , 则 e 只 有 有 限 多 个 共 辆 点 :并 且 
Inde = D dim/fi,Inde = > йш, (7.4.10) 
r E08} 


1€(9,8) 


此 外 , 若 vis» 7, 是 < ECO ВТАА ЕЕЕ ла REC Ж) 
为 mi, +++, т, WU Inde = У mi BB c 的 指数 是 (Оу 8) 中 
iz1 


рете fu, | 

证 Wr. -…,yre D0, 81 Ж c BOUE TRIBUERE 
已 知 ae (0, 8] Жс ОЗЫ, 当 且 仅 当 dim m 4 
线性 安装 а: — 7 为 


р M refo д} 
0, -H r€ (n, 8]. 
考虑 % 的 子 空间 A mi £510. o0 ЭЩ Z€ AG 
04, W 12,2) = 0. 由 此 可 知 | 
Indoc = dim, + 5 + dim A, Èr. " 

183128 7.4.4 可 知 , Inde 是 有 限 的 ， 均 此 < 只 能 有 有 限 多 个 
HJA. 

定义 函数 Фф, po: (0, 8) — Z (Z ERA REGE HRS ЖЕ 
JO 为 eG) = Indelisas Pole) 一 Indoc Jro. Hi (7.4.7); 
qu) 一 eG) = 0 对 所 有 tE (0, 8] — Urs ttt v) SIB 


> Сфо(г) — p (0) = > CeT) — eC). 


GY), 一 
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我 们 可 以 断言 ,9 是 万 连续 而 po 是 右 连 续 ， 如 是 则 得 出 
0 一 ,im Cpl) 一 pl) = polTi) — eria» 


#>г 
2 一 1 一 工 


因此 
> Co) — pT) = Plr) — elr), 


由 于 下 左 连 续 ， 由 定理 7.4.3 TA PC) = - 0, Po 在 [Y,, 8] 
是 常数 ， 故 由 (7.4.7) 可 知 


g (8) 一 рэт Co — Ф (2) = 22, din Z;, 


这 就 证 明了 (7.4.10) 的 第 二 式 ， 而 第 一 式 是 由 第 二 式 再 应 
(7.4.28 BS. 

现 证 PF 是 左 连续 ，gqo 是 右 连 续 ， 首先 ?与 e. PERY 
调 增 . Мол„ 26 (0, 81, iSt cr = e losis 627 celtos 
定义 线性 安装 18 — 57 为 | 

当 ze [0, 4], 


Y, 
GY), = Lo. 当 ëlo, л], 


则 有 IY, У) = IGY, Y), Ye vj. xtze (0, 8] feodi 
O= < л < +++ < =; dB 0-:u—:,47—8, ё Эк), 
使 得 clo, ол BARNA, 取 了 为 《0, 8] 中 的 开 邻 域 使 
得 1€ J, 14€J ifi |t — 53a] <8 9 z€ J. & с, chons 
对 每 一 r€ J, 5% $2 的 于 空间 Fw 由 所 有 YES, 使 得 
У [елә Упр: Jacobi 场所 组 成 ,由 引 理 7.4.4 的 证 明 中 
知道 , pQ) E RHE GE J) 的 指数 ，qpol?) 是 广义 指数 ， 
作 同 构 


ñ | def 
Ф,: > 一 > Mas Xo х 9.6, 5E; 
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Y I (YG2, tts Үбп-)). 
定义 E 上 的 二 次 型 Q, 
Qu, v) = IOn, Pry), 
而 eG) 是 9; 的 指数 ,ol) 是 广义 指数 ， 上 映照 @:EXEXxJ 
>R f& Q(u, v, 2) = Qu, v) 是 连续 的 。 实际 上 , Ж B 2 
Br Y lo Y € A 的 向 量 场 所 成 空间 ， 有 同 构 @: B 一 
Е, 使 " 
Z> (ZG), +, Z2). 

令 Jacobi 场 

Х„„ == СЭГ 

Үн» 一 CO v) |n, ans 
Wig (7.4.4) 可 知 ， 
Q(u, v, t)=I (0u, 71v) 

+ I(X,,,, Yu) 

= 1(Ф-1, Pv) 

+ (Х,У, 
Б (и, e)— 1 СФ, 079) 
是 E XE 的 双 线 性 式 , 故 (x, / 
v,1)—1(07u, 07v) EEE 
BU. 不 难 证 明 , # Z 是 沿 测 
Ж с: [0, r] —%t 的 Jacobi 场 , 则 Z7 (6) = Z(r — г) Й 
方向 沿 c 的 Jacobi 场 ,我 们 可 以 应 用 引 理 7.2.3 来 构造 Jacobi 
H Xs Yn 显然 对 :是 连续 的 。 因 而 (и, e, £) — Kus 
Yao im EER RIEN O EER. 

ЖЕ 中 选取 欧 氏 空间 的 招 扑 积 的 度量 为 FE 的 度量 , 设 4 
是 互 的 子 空间 使 得 dim4 一 pG), BB О, 在 4 是 负 定 的 。 令 
5 == {u|u € A, lul = 1). 由 于 0 是 连续 而 S 是 紧 ， 存 在 J 
中 = 的 邻 域 J。 使 得 Qs, u, t) = Qiu, u) < 0 HMA w € S, 
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r€ Jo BIE Оби, u) < 0 对 所 有 w€ А, изе 0, r€ Jo W 
有 peH) ep, M r€ Ju. B-D. HT? ERARA 
的 ,因此 eG) = Ф(2) 24 tE Jo, <7, dk dE i EE yE 66. 
4 s, j& J "DES E FA E ғ, 02, lims == Z. 我 们 要 证 
im фоб) = po), BD фо 在 ? 右 连续 ， 实 际 上 , 因 p Ж 
弹 单 调 增 而 只 取 有 限 的 整数 值 ,我 们 不 妨 假 定 n (s m k 2 0 
对 所 有 nu. CER фо) < K. 选取 EE 的 维 子 空间 4. 使 得 
Os, 在 4 是 半 负 定 的 。 取 A, 的 一 组 正 交 就 范 基 ak, ---, 
ai, 我 们 不 妨 假定 对 每 一 i, а, EKKE. Tum Ы 2 
如 此 ， 设 а= Шай, MÜ ad, +-+, ар ЕВО kito ss Bl 


k k 
Ао ЕЗ ФЕ, АМЕ u= У) aiti — B u, = Y) са} 
i=1 i=1 


使 Бая, = *， 由 于 8 的 连续 性 
Qiu, и) = im О(и,, и, 5,) < 0. 

这 表示 О, 在 4, 是 半 定 负 , 因此 Y) > k, 这 证 朋 p (2) 
= k = lime). W po 在 ?有 连续 ， 定 理 的 第 一 部 分 得 诈 . 
定理 的 第 二 部 分 是 由 于 A; 一 6 当 ек XE 
7. 2. 5 得 出 。 - 

HEREMIA, Expe 的 非常 点 在 wt, 中 由 0 出 发 的 
直线 上 是 弧 立 的 ,但 是 它们 可 以 在 Exp, 的 定义 域 的 边界 上 各 
Bux. 


$7.5 Morse-Schónberg 比较 定理 


以 曲率 来 刻 划 完备 黎 曼 流 形 的 拓扑 性 质 是 近代 微分 几何 
发 展 的 径 途 之 一 ， 而 有 决定 意义 的 一 步 是 首先 用 贰 率 来 作 一 
些 几 何 性 质 的 比较 ， 此 即 对 两 黎 曼 流 形 的 曲率 关系 比较 相应 
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的 微分 几何 与 拓扑 性 质 , 然 后 研究 标准 空间 (例如 常 曲率 典型 
流 形 ) 的 性 硕 ,在 这 方面 的 结果 称 为 比较 定理 . 

本 节 中 只 考虑 普 维 黎 受 流 形 ，m 之 2， 所 用 联络 限于 笋 
HE. 

Ж M д ЈИ, e: BENN 地 线 , 对 ze J, < 
Сы 表 所 有 2 维 线性 子 空间 oC hw) 的 集合 ”其 中 ¿(o € c, 


4 G,= U Ghs， 在 (1.3.14) 中 ,我 们 曾经 定义 M 中 对 两 个 
ЕЈ 


向 量 E, 的 黎 曼 曲率 KO, ,5), 此 两 向 量 生成 2 维 平面 c, 
不 难 证 明 , 黎 受 曲率 只 和 有 关 ， 而 与 z 中 所 取 的 基 无 关 , 即 
若 и v € c 为 两 独立 向 量 ， 则 有 K(p, z, v) = K(p, š, Ё), 
故我 们 可 用 K, 表示 一 平面 vcC 中 ”的 曲率 ， 也 称 为 截 曲 率 
(sectional curvature). | 
定理 7.51 datu St 为 相同 维 数 的 黎 曼 流 形 。 c: [0， 
8]— 9, 2:[0, 81— St ЕЈР ЛИНН, m HS с 的 曲 
ЖЖЖ РТ 2 的 曲率 ,此 即 有 一 线性 的 等 度 变 换 t: Drey > 
Ф We 400) = 200) 使 得 | 
K, < Ks, . (7.5.1) 
对 所 有 ae Сы, 6 = Do € Су, ud z€ [0, 6], Kn o, JE 
由 :用 下 面 (7.5.3) 定 义 , 则 < 与 2 的 (广义 的 ?指数 满足 
Inde < Indc, up < 42. | (7.5.2)) 
证 任 一 £€[0, 8] 定义 映照 
Ф,: Mats — Man | (7.5.3) 
inb: 如 uE Mas W e 平行 移动 到 9020, 经 等 度 变换 s 
为 So 的 向 量 ,然后 平行 移动 到 Man Ф, 是 一 等 度 变换 ， 
特别 是 Фо =... 
493,9, 分 别 是 沿 с,2 的 逐 段 光滑 向 量 场 正 交 于 2,4 
所 成 的 实 线性 空间 ， 定 义 上 映照 
9395. 


Ф:%/ — B; (7.5.4) 
为 (PX), = Ф,Х,, 任意 X € WB;， 由 定义 可 知 , dnx Eu i 
АЈ. ДФХ 亦 然 。 设 ,om 是 Meo 的 一 组 正 交 就 范 基 ， 
其 中 vw 一 2(0)。 21, tes Zm 是 < 平行 移动 的 向 量 场 适合 
Z,(0) = v; W Zi(2D,--,Z,G) 是 Man 的 一 :组 正 交 就 范 
基 , 对 任 一 :€[0, 8] 〈 人 参阅 命 题 (6.2.5))。 对 任 一 X € 9 
可 写 为 X == piZ; 其 中 gi 一 (X, 7) х Ec 2678 BJ, 显 
而 易 见 | 
ФХ 一 piZ;, (7.5.5) 
其 中 Z, 是 沿 2 平行 移动 向 量 场 满足 Z0) = c; 由 此 可 
Ai O E DB, 到 93; 的 同 构 , 并 且 {х, Y) 一 (ox, 9Y),X] EP 
X, Ye 8。 此 外 ,由 (7.5.5) 可 知 
ФХ' = (OXF. (7.5.6\ 
我 们 要 证 明 | 
I(X,X)21(0X,0X), ЖЯ Е— XED. (7.5.7) 
实际 上 , Ж R, Rosem, S 的 曲率 张 量 ， 而 +e [0， 
81. 则 当 XG) = 0 Hl, (R(OX,2)e, X) = (Ё(ФХ,г)ё, 
PX) 一 0， 而 当 XG)5e0 时 ， 据 假设 
(R(X, г)г„ X) < (COX, г)ё, ФХУ, 
因此 由 (7.5.6) 可 知 
I(X, X) 一 fax, X) — (R(X, 298, ХУуй 
> КСС (Фху'у — (ЁСФХ, é, 0X))dr 
-—I(6X, ØX). 
4 % 为 所 有 向 量 场 XEL, 适合 X(0) = X(8) 一 0 所 成 
子 空间 ,相应 地 令 BCL. EMAL, PB; =V, ЖЕФ 
是 %' 到 Lg BUM. 令 4 为 $7 中 最 大 维 数 的 子 空间 使 
得 T 在 4 是 ( 半 ) 负 定 的 , 则 dac 是 同 维 数 的 9l 的 子 
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空间 , 据 (7.5.7), 使 I 在 8B4〈 半 ) 负 定 ,这 证 明了 (7.5.2). 
定理 7.5.2 (Morsce-Schónberg 比较 定理 ) BVE m bk e 
SME» с:[0, 8] > 9t 是 正则 测 地 线 
G) 若 有 2 二 0 使 得 K,« A 对 所 有 сє С, ХЖ 
v> 0 使 得 L(c)< (x + 1) Ji RE 10) < G + 1) 
: : 4 
JT 则 Indc < Indoc < »(m 一 1) RE Inde < v(m — 1), 
4 
特别 当 Сг) < Ji Bj. с ЗЕ бау, | 
(ну 36 K, 二 9 对 所 有 ve G,, Щ e 1838388808 , Inde = 
Inde == 0, 


Qi) Zi 0-—X < K, 对 所 有 c€ G, É L(c) > 7 或 
Ж 
者 工 (c) > Jr 其 中 整数 » 2 1, MUJ Inde > v(m 一 1) 或 
者 Ide > Inde > »(m 一 1), 而 < 分 别 在 (0, 8] 或 者 (0, 8) 
EDERA, 

在 证 明 此 定理 之 前 ， 我 们 先 研 究 一 下 有 正常 数 曲 率 和 的 典 
ЖЕ 52, 即 К"! 中 以 原点 为 心 ? 为 半径 的 球面 ， 令 sz 
> R"11 是 自然 的 安装 ,于 是 由 К"! 的 欧 氏 度量 诱导 出 sr 的 
度量 (,》。 令 66€ Ratl 是 两 个 互相 正 交 的 单位 向 量 ,考虑 
可 微分 曲线 с:[0, 2xp] „> RH, Е МА] 


c(t) = ре cos— + pe sin T (7.5.8) 


由 于 ПС) = о, c(O 定义 了 在 Sz 的 一 曲线 c(O, 使 (2С) 
= c). cCO Eh e 与 5 张 成 的 Retl 的 二 维 子 空间 与 Sr 的 
相交 这 称 为 子午 线 或 者 大 轴 。 由 于 d] = 1001 = 1, 
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eG) ЖШН, Е RY 中 


1 £ 2». Ë 
Vpl 一 一 一 ecos 一 一 工 e sin 一 
р p р p 


-这 是 与 SZ 在 cO 点 任 一 切 向 景 正 交 的 。 令 有 是 SZ 中 的 
с 黎 曼 联络 ,; 则 由 定理 64.1 ард, VEO, 2000) V 56) = 
Voile), HT VEO, 200) K Voile 与 Sp EË 

0 = (4.2, Vac)» = (2, SO», 

对 所 有 ZES ЖОН 9200) = 0, BB 200) E 57 的 
测 地 线 ， 

为 简便 起 风 ， 令 m = s7, 称 p=. (0, ---, O, PED 


为 北极 . 令 wE Mp, E teu = ©], G=1,: . -, m), 这 


是 Ms 的 一 组 正 交 基 , ЖЕРШ v a dwi t * + a”WmE 
Ju, ERR Exp: M >M 为 
E (з lall | lel 

Exp(e) = pcos T piu ii > P= 0» (55,9) 

Ехр,(0) = p, а = (al, "tss dg", 0), 
因为 对 每 一 ve Mj, 过 vv 的 直线 cR x 使 得 с) = 
Ехр,(ғ0) 是 测 地 线 满足 c(0) = p, ¿(z) = v. " 

令 a 表示 a 的 转 置 ,由 于 


xps(V) == — sin Hall. da a а os lAl 422 0 
аЕхр,(0) p о pizi 4 ioi kar. EE 
sin lall da ^ ada- adara 
+ ein 一) 


若 令 ¿= (a, ә, ERE 


xpp (v) = 42. sin Lel oy 1 osllel >; 
dExpe (и) iae + о 


— [ЕР sin ма, sin 一 一 Па! е 2) (7.5.10) 
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由 此 可 知 , 若 EX Plr? = 0, 甚 中 b. == blm + ttt 十 5". 6 
(QU), Ф Ё — (А,--+,5„), HERD 


“ЖШН. olal gg — sia lal 2 
b 1 za — Н , 
| (esin р а РТ П о a “° 


则 必须 2 一 0 及 а 18105 必须 vl = [ш] = vxp， 


v.-1,25:-*, H lal. 0, 5 A Є (mU), 使 Expy1,6 
= 0 所 成 子 空间 , 则 有 | 
dimA? = m — 1, 34 lloll ару» = 1, 2; ++, 
др = 0, 当 el .不 适合 上 述 条 件 . 
Bš $ 7.2 之 末 所 述 , 正则 测 地 线 c:[0, 8] — S7 在 B = vep, 
»—1,2,--- нд, REREH m 一 1， 因此 
Inde = y(m — 1), 3 vp < @ < (v + Dp, 
Indoc = v(m — 1), 4 vrp < 8 < @ + ар. 
mE | | (75.11) 
令 (zl e, т) 为 RT BEARES, : 则 Cal, 56, 27) 可 用 作 
P ЧЕД ДЕЙК. I P AREER (0, 0,5, о), 


PA = J __ > xixi . 
Hi RUU 诱导 Sp. 的 黎 曼 度量 为 


m+1 m xix ` 
d? = `}ў\4х°4х°= 5 |8} + ——- dridxi. 
asl . П 9 , р? __ >) х®х* | 
k=1 f 
(7.5.12) 
由 计算 可 知 , 在 2 点 
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d 
= 0, 
m 
因此 据 (1.3.11) XXE P M 
Ria = = (8485 — 8495), (7.5.13) 


由 此 可 知 ,在 点 K, = x 为 常数 。 由 于 Sp 经 RUU 中 的 


正 交 变换 下 不 变 的 ， 而 57 在 正 交 变 换 下 任 一 点 缘 可 映 为 户 
点 。 并 且 由 Р" 诱导 的 度量 在 正 交 变换 下 是 不 变 的 ， 因 此 
S? 的 任 一 点 的 曲率 尼 为 常数 1/е!, 

现在 回 到 证 明定 理 7.5.2, 

(i) 考虑 球面 58y7x, 它 的 曲率 为 常数 4， КОТЫ 
ELO, 8] — Sivi 有 


Ind < >(m — 1), 3 8 < @+ 225, 


| "n 
Indë < »(т —1), эң 8 < @ + Ye ' 
由 此 ,由 定理 7.5.1 得 出 (1). | | 
(й) e> = 0, 4 充分 小 据 (i) 有 , 当 L< ж. 
Inde == Inde = 0, 4 8 < 6, 
` 4 
让 2 -> 0， 即 得 Cii). | 
(ш) 取 5%vz, 其 曲率 为 Xx. 对 正则 测 地 线 2.[0,8]->52 vx, 
有 


Indoz 之 »(m 一 


vat 

= — 
VX 

Jndz > v(m — 1), 4 8 > -+Z 
М X 
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同样 由 定理 7.5.1 得 出 Gii. 
设 с:[0, 8] -> 9л 是 正则 测 地 线 ,而 
0<Х‹<К„<А 

对 所 有 сє G. ik лє (0, 8] 为 < 的 第 一 个 共 力 点 , 则 根据 
(i) 5 (Gi) 9 | 

Z =< +, < Tr (7.5.14) 
此 外 ,如 哎 党 < 的 蓝 率 不 小 于 (或 不 大 于 ) 球 57 的 曲率 1/7, 
则 < 的 第 一 个 共 轿 点 不 迟 于 《或 不 早 于 ) SZ 的 由 北极 出 发 的 
正 测 地 线 的 第 一 个 共 轿 点 , 即 南 极 , 其 长 度 为 =p, 由 此 可 知 ， 
定理 7.5.2 的 不 等 式 一 般 是 不 能 改进 的 了 。 


$7.6 Rauch 比较 定理 


定理 7.6.1 (Rauch 比较 定理 ) 设 驱 与 似 是 同 维 数 的 黎 
ЗИ. clo, 8] 一 M, 2:[0, 6] 一 济 是 正则 测 地 线 ， Y, 
Y E с, 2 的 Jacohi 场 适合 Y(0)= 0, ?(0)-0 Ж 
CY’, y| = (2,2 |o= 0, 3EB. УСО) = IFO 275 
(0, 8) ЖЖ д. ЖОЛ 的 沿 c ARRATE c 的 曲率 ， 
即 | 

K,< Ks 对 所 有 0€ Gass EE Go, z€ [0,8], ШЖ 

IYO > IFO. (7.6.1) 
М т = 2, EX ЖИЕК ИЖ c:[0, #] — 9 平行 移动 的 
向 量 场 满足 (X, 2) = O K |X] 1,35 2—0. X Tie 
的 Jacobi 场 Y 满 足 《Y, e> = 0 必定 为 了 一 9X， 其 中 e 
= (Ү,Х) 是 函数 .此 时 Jacobi 方程 化 为 
Ф + Кф = 0, 
即 经 典 的 有 曲面 上 沿 测 地 线 的 Jacobi 常 微分 方程 ,其 中 天 (1) 为 
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曲面 在 с(г) 点 的 Gauss Ж, Sturm. 定理 说 上 述 方程 当 K 之 
X 二 0 时 有 振荡 解 ， 当 KS омани, 定理 7.6.1 是 
Sturm 定理 的 推广 . 

我 们 先 证 若 定理 7.6.1 成 立 , 则 有 : 

推论 7.6.2 设 m, A 是 同 维 数 黎 曼 流 形 , рех, Бє 
$t, сая, — Mr 是 线性 等 度 变 换 ， 设 we 9n, 使 得 <, = 分 
别 在 Expp, Exp; 的 定义 域 肉 ， ё = lla > 0. SHR p, $ 


[0, 8] — 9, Sie oG) = Z, феер, JE c= 


Ехрьоф, 2 = Ехрроф. Ж 2 {Е (0,8) PRERA AR 
ф 的 像 最 多 在 ф(#) 是 Exp 的 非常 点 ， 当 К, < Kz 对 所 - 
有 gE Gess 6 € С,» ‚Є [0, 6] 成 立时 ,有 

ЇЕхрь«21| Z |Expsata2li, ЖТ 5€ (9й„)„. (7.6.2) 

证 当 w 一 0 及 bE (Wto, 显而易见 
ПЕхрь 211 = jell = lIExps+ tall. 

当 w GG 及 5E (WR,),, b 可 以 分 解 为 与 z 平行 和 与 # 垂直 
的 两 分 量 之 和 ， 据 .$ 7.3 的 Gauss 引 理 ,， 只 须 证 与 * 正 交 的 
ЕЕ (7.6.2), ERDRE (0.7) — 0. & Y, Y ж 
iR oc. 的 Jacobi 场 适 合 YO) = 0, Y(0)- 0 E Y O= 


gu.) 一 Sev 根据 引 理 7.2.3 


YG) = Expat 7 ,37Y (0)， FU) 一 Ex pintat 7 íYX0) 
(7.6.3) 
ЭЕ с, 2 的 Jacobi 场 ,并 满足 (Y', é) lo = 0, y'(0) = 
Ly'(0). 2 Æ (0, 8) #Җ& дд, Np XH 7.6.1 可 知 ， 以 
(7.6.3) 代入 (7.6.1), Ж: = 8 (813 8| (7.6.2), iE EB, 
在 证 明定 理 之 前 ,我 们 先 作 一 重要 的 应 用 . 设 m. St 


ZI 


BDE 032 ЛИ, рел, pe 96:91, 90; 是 线性 等 度 
Ai, J 是 尺 的 紧 区 间 ，y:J 一 WR。 是 逐 段 可 微 曲 线 , 由 与 
$t I ES Ep E Exp, Exps 的 定义 域 中 . 若 Exp; TEX 
形 集合 066) 2610, 1), € I) PARKE, Н K, < Ke 
所 有 GE Goes 6 € Саншо z€ [0, Ё,1› s € J; 满足 B; 一 l6 C 
>o, 其 中 c, 2,:[0, 6,] — 3m , 9 ЖЕЛЕ ERU ZR ДЕ ca) 


~—Expe( 462 г) = Exp; #2), 则 有 


L(Exp,e d) > L(Expsc $). (7.6.4) 
如 果 把 与 S 的 情形 互 换 , BUS Exp, ЖЕ (G2 |; є [0, 1), 
se 有 最 大 秩 , B. K, > Ks 对 所 有 c, 5 如 前 , 则 有 
1.(Ехр,оф) < L(Éxpsod). ` (7.6.5) 
实际 上 ,我 们 不 妨 假定 4 可 微分 ,否则 可 作 参 数 的 变 澳 使 之 如 
此 (3 引 理 7.3.2)， 根 据 弧 长 的 定义 、 我 们 只 须 证 明 ПЕхрьоф 
Сз) 1 > l[Éxpro ub Ce) I, EBD Expro 6 CO > Expre oc. b C01, 
而 根据 (7.6.2) 是 成 立 的 . 
不 等 式 (7.6.4) 一 (7.6.5) 给 与 Rauch 定理 的 几何 意义 , 对 
于 一 流 形 穆 具有 人 恒 大 于 (或 小 于 ) 9 的 曲率 ,为 了 比较 须 把 一 
曲线 经 Exp, 表示 为 My 中 的 曲线 ,这 必须 在 P 点 的 充分 小 邻 
域 才 满足 .在 下 面 的 例子 中 , gu M 是 两 个 曲率 不 同 的 球面 的 
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现在 来 证 明定 理 。 据 $7.2, (Y, 2) = (Y,2) = 0, Ж 
Y = 0, 则 必须 Y = 0, WA IY CO = ECO ELE Y AR 
ЖЕ. W me (0, p) ПЕ с, 2 的 平行 移动 向 量 场 
X, X 满足 X(C) = Yl), SX) = Y. BF юв Ж с 
也 非 2 BJ 3k Sij. YO а 0, YGo0) 0. “> 2:9» 
Sft, 是 线性 等 度 变 换 适 合 ce(0) = 200), X «X (0)/1XCODII 
= #(0)/12(0), НЕХ, 2) = (X, г) = o, 这 是 可 以 的 . 
根据 (7.5.4), 可 用 平行 移动 定义 一 同 构 Ф:%;-> B, 93 Z fE 
一 Jacobi 场 Z 适 含 Z(0) = 0, ZC10) = (ФҮ)|„. 根据 :的 
选取 ， Y (4) E Z(t), 因而 Y 5 Z 是 线性 相关 , 即 


2 2. z , (2,2) |, c 
т, ғ), E (Ӯ, TRE 
AMA CZ, Z], (7, Y», = (Z, Z2, Y), 
由 于 
《2Z， 7) l4 一 (PY, OY’ la = (Y, Y>], 
于 是 我 们 有 
(Z, z°>|,(%, Y>], = (Ү,ү)1,(7,9')1,. (7.6.6) 
令 co= chons ё = ол. 根据 (7.4.4) 及 (7.5.7) 
(Y, Y|, = IY ]4 Y l4) > 1(ФҮ la, OY |). 
根据 《7.4.6), 由 于 & RARIS, 故 有 
І(ФҮ las ФУ |;) > CZ las Z|) = (Z, Zla- 
由 此 可 得 出 


此 外 ,由 于 
jm Sa YE jm РК: DE — im DDC, Y2|, 
UCOQ Y), DY,Y)l, "° рр(?,?)|, 
= im O2 Yl (Y, YPI, ШОО у убав) 

(,Y^»5L-c-O.Y5| ИСО) s 


(Y, ҮЭ) |, > (Z, 2],. 《7.6.7) 


304: 


Ed 07.6.6) 及 (7.6.7) 可 知 
(Y, Y| Y, Ў), — (v, Y) IG, Y|, 2 0. 
此 式 在 :一 成 立 , 而 в 是 (0, £) ФЕ, B 因而 对 任 一 
z€ (0, 8) 成 立 , 亦 即 
р SY Yl о, zeo p). 


(€, "02 |, 

由 上 不 等 式 与 (7.6.8) 可 知 。 | 
С.у) ЛУС „|, (7.6.9) 
(Y,Yy IEOR 


而 不 等 式 (2.6.1) 可 由 (7.6.9) 得 出 对 所 有 ze [o, 8] E R. $ 
定理 7.6.1 得 证 . 

应 用 比较 定理 于 多 复 变 函 数论 的 最 新 的 研究 可 参阅 文献 
[1]. 


$7.7 Hadamard-Cartan 定理 


WR E ЕЙ. «ET ЕК В), # G DEEP 
点 最 多 有 一 G 中 的 测 地 线 通过 之 ， 显 然 一 简单 开 集 G 的 开 子 
集 也 是 简单 的 ， 开 集 G 称 为 凸 的 , 老 两 点 P4 € G 有 一 在 G 
中 的 测 地 线 c 过 ?与 4 使 L(c) = р(р,4). С 称 为 强 凸 的 ， 
# G 为 凸 的 ,并 且 任 一 5 球 B;(p)CG 也 是 凸 的 .显然 G 是 强 
凸 则 G 的 任 一 凸 子 集 也 是 强 凸 ， 根 据 定理 6.5.6, 任 一 点 рє 
m, 5—8 2 0 8 BO Жад, $ r 是 所 有 这 些 8 的 
上 确 界 , 称 为 凸 半 径 ， 令 丸 是 尺 中 把 十 oo 与 一 co 看 作 同 一 点 
BUE SLOT ER JR :0 - É 是 连续 的 。 实 际 上 , 若 有 一 点 
fo € 9t, 使 *(po) == оо, 则 所 有 跑 中 的 球 都 是 凸 的 , 因 而 г Çe) 
= oo 对 所 有 pe3 EE (р) 对 所 有 pe ЭЛ 为 有 限 ， 则 对 
任 一 点 gE BG) 有 
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[еСр) — r(2)| < e(b; 4). (22.12) 
ЖЕКЕ, Boe EAD. i Bnp)-ptz,a《9》 是 强 叫 ,因此 
r(q) > (р) — plp, 2), EBB Ср) — r(2) < р(р, 4). # 
(4) > (р), М РЄ Bnw(9), 于 是 有 (4) — rO) < обр, 
4), 即 无 论 如 何 ,《7.7.1a) Ru XL Bib n] AD. r:9 — R 是 连 

引 理 7.7.1” 设 驴 是 连通 的 黎 曼 流 形 , o 是 距离 函数 , p € 
gu. EM HHI 0 点 为 心 的 球 U。 是 在 指数 映照 的 定义 域 中 ， 
则 ал 中 的 球 B.C) 中 任 一 点 4 能 以 测 地 线 cCz) 一 Exzpe(tz) 
联 ? 与 ?使 得 LC) 一 pCp,qg)， 特 别 是 Exp: U, — В,(р) 
是 满 射 。 此 外 , 任 与 5€ (0, e), 闭 球 В.р) 是 紧 的 。 

证 对 5€(0,8), 令 C, Е qE В,(р) 的 集合 使 得 ?能 
与 4 以 一 测 地 线 cy = Expp(1v) 相连 且 工 (cs) = eCp, 4). 我 
们 要 证 C, 是 紧 的 且 Cs 一 8,0). Wb RE C, 的 聚 点 , 即 有 
Cs 的 点 串 4, 一 9， 对 每 一 4。 找 一 v,cU,cm, 及 测 地 线 
e,(z) 一 Ехрь(20,), 18 Expos) = q, B. llv,ll = e, 4»). 
不 妨 假 定 ，*。 在 紧 集 中 收敛 为 *。， 否 则 取 一 子 尝 使 之 如 
此 ， 据 引 理 6.6.4， 测 地 线 c) = Exp, zç == limExp; tv, 是 联 
P534, E. llel = обр, 4), 故 Cs 是 紧 的 ， 考虑 5€ (0, =) 使 
得 C;= BORAH А. 根据 定理 6.5.6，4 包含 0 点 的 
一 邻 域 。 4 必定 是 (0，s) 中 的 一 闭 区 间 , 因 为 若 有 бє (0, ғ) 
使 C, = В,,Ср) W3 0а < < 亦 有 Ce = В,(р); X. 
# C, = B, ў 0<8 < a < e, MÜ В, (Р) СС, 而 由 Cs 是 
闭 的 , 故 可 知 C, = BsCp)， 如 果 能 证 明 4 是 开 的 , 则 引 理 得 
证 | | 

设 8064. $ r(q), q € ЭЛ 是 4 HAS pETS,. BA r: 
W > Ñ 是 连续 ， 因 此 在 紧 集 C, Bi) 中 r(a) 有 一 极 
ЛЕ у, 到 0 < n< min (y, 6 — 0), UIS UE Cou, 一 
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B... e). HF Cs +n 是 闭 的 , 文 只 要 证 明 B, „(әс Сз ы» 
而 由 于 В.С) С Сал, 故 只 须 证明 Bot) — BaP) С 
Carr Mik qE Biasp) 一 В,С). 25] —HRER P 到 4 的 
曲线 с,:[а, 6] — 9k 适合 limZ(ca) = обр, 4), EH. L Co) 


* р(р, D+. 由 于 pp, 4) > бо, 必 有 t€ la, 8] 使 得 


e, c,G,)) = 8. ЖЕ 2, = G) ERRE В, (р) 一 
BaD #44, 因此 我 们 可 以 断言 

обр, 4) 一 plp, 4) 十 PCG。9). (7.7.1b) 
实际 .上 ， BA -LCc,) Z р(р, d.) + p(9,, 9), ТЇЙ Ж 


i + plp, 4) > Р(р, d) + ө(2, 4), 


й 
(р, 4) > (р, 4) + elf, 4). 

出 三 角 不 等 式 知 ,《7.7.1b) 成 立 ， 由 了 的 构造 可 知 , о(р, >= 
586。 因此 有 一 由 ?到 3&9 的 正则 测 地 线 c:[0, &] —> 98. 由 于 
plp, 4) < Bo + xm, 由 (7.7.1) 可 知 ; eC 4) < з, Врачар 
В„(4) 中 、 因 此 存在 正则 测 地 线 tior] — SR ЕН #{4 其 
发 度 为 e(d, а). с 和 2 一 起 构成 逐 段 正则 的 曲线 c 由 
到 4 适合 1.(с) = р(р, а). 据 引 理 6.5.5, ё 是 正则 测 地 线 ， 
这 证 明 qE Co， 引 理 得 证 。 

引 理 7.7.2. ZEE RUE St 有 一 点 P (E19. IR. Exp; 在 整 
个 97, 定义 , 则 9л 是 完备 的 . 

证 设 g, 是 一 Cauchy HR. 则 plp, z,) EARR, YA 
一 qs， #519 7.7.1 有 一 测 地 线 c, ЖРА] z, 使 得 L(c,) 一 
PCPs) ВНЕЛЕ v,€ My 使 ,上 一 p(p,g,)  Exp(v,) = qr. 
v 在 9, HAR, A vs XE Me HERAA os AWARE q, 
190 Exp(z7)， 引 理 得 证 ， 
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Vb on di m ЕУ HUE. p, 4Є 9Л. 设 co alle, 8] — % 
是 以 了 点 为 始点 4 为 终点 的 逐 段 可 微 曲线 ， 连 续 上 映照 HH: (о, 
£] x [0, 1] >M 称 为 在 e 53 ei 18) — Ср, 4) 周 伦 : 若 映照 
Hila, £]— 9% 其 中 H,G) = HG, ғ) EH p 到 4 КРВ 
PHR HRA Є (0, 11, Н H, e H, = с. o4 %R E: 
—J& SE ONE ,又 长 函数 s 一 LHA) 是 连续 的 ， 若 有 一 со 与 
ci 之 间 的 Ср, 4) ВИХ, со 与 cl RA (р, 4) 同化 ， 显 而 易 见 ， 
(p, а) AREE P? 到 4 Br XE ЯН [0, 1] > 9л 的 集 
合 Qp 的 一 等 价 关系 。 

引 理 7.1.3. i6 Л JÉSRSR UE, pe ЭЛ. I$ Ехр TE Mp 的 
RPR U, SEX HE U, 之 秩 为 m. Ж v, мє, о з ш 
是 在 Exp» 的 定义 域 中 适合 Expp(z7 一 Ехру( л) = г. Є 
[0, 1], g = Exp(zw). со:[0,1]) >M 是 由 ?到 4 的 测 地 线 
colt) = Ехр(ғ20и), c;:[0, 1] 91 是 由 ?经 7 到 4 的 逐 段 的 
WWR, суг) = Exp(2ze), 4 Є [0, 1/2], 而 eG) = Exp 
(1— Q: — 1) (l — tlr), 当 ¿€ [1/2, 1] X H: 
[0,1] X [0, 1] ^ 9t 是 со 5 ei B]—(e, DAE, 则 存在 
we [0, 1] 使 得 | 

| І(со) + L(H,) > 26, .. (7.7.2) 

EMEZAN ЖЕНЖДЕ K, < 2, фа > 0,76 
任 一 切 平面 , 则 能 选取 е 一 JT 因为 据 Hopf-Rinow 定理 ， 
Exp, 在 整个 . mt, 有 定义 ,而 据 Morse-Schónberg 定理 知 ，Expp 
在 9, 的 0 点 为 心 、 Z 为 半径 的 球 中 有 最 大 秩 . 一 般 情形 
TF, s 不 能 大 于 一 一 ,例如 蝗 = 59 Bd. e» 与 cs 一 起 组 成 

P vi 
D 注意 ;与 $6-7 的 定义 比较 ,这 里 假定 H, аво, 
+3081 


КИ, ”是 北极 , q 是 南极 便 为 此 情形 . 
证 若 所 有 sE [0, 1] f LC) + LCH,) < 2e, АЕН 
Ж :一 L(H,) 的 连续 性 可 知 , 有 一 数 5 > 0, 使 
(со) + ‚гир LH.) < 28 «28, (7.7.3) 
特别 是 Í 
І(со) = L(H) < ё. (7.7.4) 
据 假 设 ，Exp 在 U, 是 最 大 秩 。 如 在 定理 7.3.4 的 证 明 中 把 变 
分 提升 一 样 , F jo 为 如 是 的 e [0, 1] 的 集合 ,使 得 Бох 
to: 能 提升 为 映照 @:[0, 1] X [0,4] — Us, ВП Expo = 
Н |сола ЇЇ @,:[0, 1] — U, 是 由 0 到 mo， O = o, $) 
对 所 有 s€ [0, 2]. 由 (7.7.4) 可 知 , Jo 在 [0,1] 是 非 空 的 开间 
n, 我 们 可 以 断言 ， Jo Æ [0,1] 是 闭 的 , 因而 Jo = [0, 1]. 
这 是 因为 [0, 1) СЛ, 故 所 有 @([0, 1] x [0, n)) ORAE 
U,CU,m, 且 能 把 曲线 H, 提升 成 为 U, 140,0 = lim), 


因为 Exp, 在 9([0，1] X [0, 1)) 的 边界 点 是 最 大 秩 。、g， 
必然 在 U, 之 内 。 如 若 不 然 ， 必 有 一 ne[o, 1] 使 @,GO) 
一 8， 而 根据 引 理 7.3.3 可 知 ，Z(co 十 Ь(Н„):>28, ШУ 
(77.3) 9238. 3X UEBELHE ЯЕ U, 中 ,特别 是 本 = с, Ж 
由 0 到 4o 的 曲线 Ф, 的 提升 ， 即 Expodi = cy。 由 此 可 知 ， 
PD = 2:9, 34 ;€ [0, 1/2], Im AO = [1 — (2: — 1) 
x (1 —4)le, эң z€ (1/2, 1], 于 是 t= 1⁄2 时 ç = =>, 
-这 与 假设 矛盾 ， 引 悍 得 证 ， “ 

我 们 称 pe 9л 为 黎 曼 流 形 m 的 极点 , 若 Эн, 的 指数 映照 
Exp, 在 整个 SR 中 有 定义 , 且 秩 句 为 最 大 的 。 如 果 эл 存在 
一 个 极点 ,根据 引 理 7.7.2, M 是 完备 的 ， 

8| 743.4 БЕА ЖОМЕ, РӘХ. 
则 指数 映照 Exp, : My — 9л XE — 2 I] HE, 因而 ал $ 2 IE E 
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F R”, 

证 由 于 Exp, ERRRKJ AE, 并 根据 引 理 7.51 是 满 
射 , 故 只 1728 UE HA Exp, 是 内 射 ， 假如 有 V, wE 9t, v Ae ow, 但 
Exp(v) = Exp w) = 9， 则 根据 引 理 7.7.3, E zo = 1,co: [0,1] 
>M, c: [0, 1] >M, cot) = Exper), ci(z) = Exp (?#%) 
当 z€ [0, 1/2];a (2) = q, 94 ғЄ[1/2,1]. E& H:[0, 1]X 
[0, 1] — эл 是 (p,q9) 同 伦 , 则 对 每 一 s 0, 有 me [0, 1308 
L(co) + L(H,) >28. ШЕШЕН s—> LL) EER, iW 
(LOL) |s€ [0, 1]} 是 有 界 的 , Ч 6 充分 大 , 就 得 出 矛盾 。 引 
理 得 证 . 

定理 7.7.5 (Hadamard-Cartan 定理 ) 

设 叹 是 完备 的 单 连通 黎 受 流 形 ,其 维 数 m >> 2, 并 且 对 
-mt 的 任 一 切 平面 o Жж K, < 0, 则 对 任 一 点 p EM, Expr: 
M, 一 л ERAR AE n ИРК". 

证 据 Morse- Schönberg 定理 (ü), Exp, 在 每 一 点 p€ m 
© ROSE, ҤЕ — ла BERESIARO E ғо, mic Барум 
HEH, 

л ЕЛЕНОР EN. mm Pa sup р,4) 


称 为 4 的 直径 ， 对 于 УЛ PEE A, ра EERS. HF e 
是 连续 , 故 必 有 Po» do € A, tE eC; de) = pa. ` 

定理 7.7;6 (Myers) ЭЧ sa ОЕ RUE. 维 数 m > 

2. 若 对 SUHUBPR USERS o IK, 2х2 0, DEBA 

qE M, A 

г) * pu < " | | 

证 HEH 6.2.2, 存在 由 ?到 9 BEMA eT 0, p] 

>M EF LC) = р(р, 4), 因而 据 引 理 7.4.1,c 10, #) 
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Ades. 据 Morse-Schónberg 比较 定理 (ш), р(Р, 4) =8 


< 一 一 ， 因 此 得 出 定理 . 
VX 
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